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摘要 :本文针对多维对数正态分布 ,采用统计试验方法 ,比较研究了基于正态化变换的 Moran 方法、传统经验频率方

法 (empirical frequency method简称 EFM法)和将多维转化为一维的费永法 (FEI) 方法共 3 种多维联合分布计算方法

的统计性能。在此基础上 ,应用南水北调东线工程沿线不同水文区主要站点年径流资料 ,分析了长江、淮河及黄河

流域年径流的丰枯遭遇组合概率。统计试验结果表明 ,在研究的 3 个多维联合分布频率计算方法中 ,Moran 方法具

有最优的统计无偏性和有效性。对南水北调东线工程沿线区域主要河流径流丰枯组成的分析也表明 ,Moran 方法

可以为径流丰枯组合的频率分析提供合理的计算结果 ,是解决多变量水文统计计算问题的有效方法。
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随机水文事件一般比较复杂 ,具有多方面特征属性 ,为了全面了解其统计规律 ,需要从多个角度对

它进行定义和描述。水文事件遭遇组合概率的计算是水资源规划、水文分析计算、水利风险分析中的常

遇问题 ,如 :跨流域水资源调配中 ,需分析不同水文区径流或降雨的丰枯遭遇情况[1 ] ;暴雨洪水共同作用

下的风险分析 ,需要考虑多变量防洪计算问题[2 ]
;拟定设计洪水的地区组成时 ,往往需要考虑不同区间

的来水遭遇[3 ]
;沿海地区城市防洪规划时 ,需要考虑风暴潮、上游洪水、区间暴雨等水文事件的遭遇概

率[4 ] 。随机水文事件的定义和描述以及不同水文事件遭遇组合概率的计算 ,在数学上 ,都可以采用多维

联合分布进行求解。但利用多维联合分布理论进行水文分析计算的研究较少 ,主要原因在于水文变量

多维联合分布的显式表达式不易获得 ,只有正态分布、对数正态分布等少数几种分布可以推导出多维联

合分布的解析表达式 ,对其他分布的多维解析求解则相当困难。

本研究针对多维对数正态分布 ,采用统计试验方法 ,比较研究了 3 种多维联合分布的计算方法 ,并

应用于南水北调东线工程不同水文区径流丰枯遭遇分析 ,对南水北调东线工程的调水潜力进行评价 ,推

荐合理的水文事件遭遇概率计算方法。

1 　多维联合分布计算方法

目前 ,国内外多维联合分布的计算方法研究主要集中于边缘 ,分布为正态分布、对数正态分布、

Gumbel 分布、指数分布等 ,但这些方法大多局限于二维分布 ,对三维以上联合分布的求解较为困难。本

文将介绍 3 种具有一般性的多维联合分布计算方法 :将原始数据变换为正态的 Moran 方法、将多维分布

转化为一维分布的 FEI方法 ,基于经验频率分析的 EFM 方法。

111 　正态变换方法( Moran 方法) 　由于原始变量的多维联合分布的解析求解比较困难 ,因此通常将原

始变量变换成正态分布变量 ,继而求解多维正态分布概率。多维正态分布的密度函数如下
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f ( x1 , x2 , ⋯, xn ) =
1

(2π) nΠ2 (Σ) 1Π2 exp -
1
2

( x - μ) TΣ- 1 ( x - μ) (1)

式中 : x1 , x2 , ⋯, xn 为正态分布变量 ;Σ为协方差矩阵 ;μ= (μ1 ,μ2 , ⋯,μn ) T , x = ( x1 , x2 , ⋯, xn ) T 。

采用 Moran 方法计算多维联合分布的一个关键问题是采用何种正态化变换工具。水利工程领域常

用的正态化变换工具主要有 Box2Cox 变换和多项式正态变换 ( PNT) 。文献 [ 5 ]的研究表明 ,Box2Cox 变换

后样本的正态性优于 PNT法 ,因此 ,本研究中正态化变换工具采用 Box2Cox 变换。

对一组原始样本 ,Box2Cox 变换可通过式 (2)将其变换成近似正态分布样本[6 ]

yλi =
x
λ
i - 1
λ , (λ ≠0) ; 　yλi = ln ( x

λ
i ) , (λ = 0) (2)

式中 : xi 是原始样本 ; yλi是变换后的样本 ;λ是变换参数 ; yλi服从正态分布 N (μ,σ) ;μ为均值 ;σ为标准

差。本研究采用极大似然法结合遗传算法求解变换参数λ。当原始变量换成正态分布变量后 ,利用数

值积分方法计算多维正态联合分布概率。

112 　将多维转化为一维的 FEI方法 　费永法[7 ,8 ]利用事件积先后推导出二维及多维随机变量转化为一

维随机变量的计算方法 ,并用来求解丰枯遭遇频率。多维联合分布的计算公式如下

P ( X1 ≥ x1 , X2 ≥ x2 , ⋯, Xn ≥ xn ) = P ( Z ≥ z) (3)

此时 ,随机变量 Z 的系列为 : zk = min ( x1 k , x2 k + a2 , ⋯, xnk + an ) 。另一种形式的计算公式

P ( X1 ≤ x1 , X2 ≤ x2 , ⋯, Xn ≤ xn ) = P ( Z ≤ z) (4)

此时 ,随机变量 Z 的系列为 : zk = max( x1 k , x2 k + a2 , ⋯, xnk + an ) 。其中 , an = x1 p - xnp ; z = x1 p ; xjp为随机

变量 Xj 的频率为 p 的设计值。

在实际工作中 ,随机变量 X1 , X2 , ⋯, Xm 的分布一般都假设为已知的某种分布 ,而随机变量 Z 的分

布一般与 X1 , X2 , ⋯, Xm 的分布类型不相同 ,属于总体分布未知的水文变量 ,因此 , P( Z ≥z) 的计算可采

用经验频率或者非参数统计方法。文献[9 ]的研究表明 ,多项式正态变换方法 ( PNT) 不需要假设总体分

布 ,是一种统计性能优良频率分析方法 ,因此本研究中 P ( Z ≥z) 的计算采用 PNT法。一个偏态分布的

变量 X ,可以通过三阶的多项式做正态变换[10 ]

X = a0 + a1 Z + a2 Z
2

+ a3 Z
3 (5)

式中 : X 是偏态分布的变量 ; Z 是标准正态分布的变量 ; a0 , a1 , a2 , a3 是多项式系数 ,多项式系数 a0 ,

a1 , a2 , a3 可采用概率权重矩 (PWM)估计。

按照 PWM 的定义

βm =∫
1

0
x ( u) u

m
d u (6)

将式 (5)代入式 (6)可得

βm ( x) = a0 Cm ,0 + a1 Cm ,1 + a2 Cm ,2 + a3 Cm ,3 (7)

式中 : Cm , n = ∫
∞

- ∞

z
nΦm ( z) d z , Φ( z) 、<( z)分别为正态分布的分布函数与概率密度函数。

采用丁晶等[11 ]提出的方法估计β0 ,β1 ,β2 ,β3 后 ,代入式 (7) ,解线形方程组即可求出 a0 , a1 , a2 , a3 。

当系数 a0 , a1 , a2 , a3 已知时 ,就可利用两种分布变换后的分位点对应相等的原则 ,给定一个正态分布

的分位点 (分位数) Zp ,代入式 (5)就可推出偏态分布的对应设计值 Xp 。

113 　基于经验频率分析的 EFM 方法 　当随机变量 X1 , X2 , ⋯, Xm 的系列较长时 ,且变量个数较少时 ,

可采用经验频率方法 ( EFM 方法) 进行计算。以下就二维变量的联合分布概率计算进行说明。首先构

造一个 X , Y 的二维表 , X 和 Y 的观测值分别按照升序排列 ,则有样本观测值 ( xi , yi )的概率为

P ( xi , yi ) = P ( X = xi , Y = yi ) = nijΠ( N + 1) (8)

式中 : N 表示联合观测的个数 , nij表示联合观测值 ( xi , yi )发生的次数。

则累计经验频率分布为
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F ( xi , yi ) = P ( X ≤ xi , Y ≤ yi ) = ∑
i

m = 1
∑

j

n = 1

nmnΠ( N + 1) (9)

2 　统计试验研究

本研究采用蒙特卡罗模拟分析技术 ,模拟多维 (二维) 对数正态分布的随机数 ,比较了 Moran 方法、

FEI方法、EFM 方法计算多维对数正态联合分布的效果。

211 　试验方案设计

21111 　总体参数选择　对二维联合分布来说 ,总体参数的组合情况较多 ,考虑到本文在方法比较的基

础上需进行南水北调东线工程不同水文区年径流丰枯遭遇分析 ,因此 ,总体参数选择为以下 4 种类型 :

长江黄河组合型 : CV1 = 0113 , CS1 = 0126 , CV2 = 0124 , CS2 = 0196 ;长江淮河组合型 : CV1 = 0113 , CS1 = 0126 ,

CV2 = 0163 , CS2 = 1126 ;黄河淮河组合型 : CV1 = 0113 , CS1 = 0196 , CV2 = 0163 , CS2 = 1126 ;淮河沂沭泗组合

型 : CV1 = 0163 , CS1 = 1126 , CV2 = 0187 , CS2 = 1174。

由于均值与结果无关 ,故统一选择 Ex = 1 000 ,此外由于各水文区的相关系数较为接近 ,统计试验中

也都采用了ρ= 013 ,模拟组数取 k = 1 000。

21112 　计算频率选择　计算频率分为以下 9 种情况 :丰丰型 : p1 = P ( x ≥xpf , y ≥ypf ) ;丰平型 : p2 = P ( x

≥xpf , ypk < y < ypf ) ;丰枯型 : p3 = P ( x ≥xpf , y ≤ypk ) ;平丰型 : p4 = P ( xpk < x < xpf , y ≥ypf ) ;平平型 : p5 =

P ( xpk < x < xpf , ypk < y < ypf ) ;平枯型 : p6 = P ( xpk < x < xpf , y ≤ypk ) ;枯丰型 : p7 = P ( x ≤xpk , y ≥ypf ) ;枯

平型 : p8 = P ( x ≤xpk , ypk < y < ypf ) ;枯枯型 : p9 = P ( x ≤xpk , y ≤ypk ) 。其中 pf 、pk 为丰枯划分频率 ,本文

选择 pf = 3715 % , pk = 6215 %。

21113 　统计量比较准则　统计量 (记为θ)的比较准则为

bθ =
1
k ∑

k

i = 1

θ̂iΠθ0 - 1 ×100 % : 　Sθ = ∑
K

i = 1

(θ̂i - θ0 ) 2 ΠKΠθ0 ×100 % (10)

其中| bθ| 越小 ,表示估计的无偏性越好 , Sθ越小表示有效性越好 ,θ0 为二维对数正态分布的理论值。本

文比较了 9 种计算频率的无偏性与有效性。

212 　统计试验结果分析

21211 　无偏性比较　无偏性统计试验结果如表 1 所示。分析表明 ,Moran 方法与 EFM 方法的无偏性比

较接近 ,偏差相对较小 ,FEI方法的无偏性 ,对长江～黄河的径流组合型情况 ,与另两个方法相当 ,对其

它径流组合情况 ,相对较差。其原因可能在于组合中某变量的 CV 较大时 ,采用非参数的 PNT法估计频

率的效果随之降低 ,从而影响了 FEI方法的性能。

21212 　有效性比较　有效性统计试验结果如表 2 所示。分析表明 ,就有效性而言 ,Moran 方法、EFM 方

法、FEI方法的有效性能递减 ,4 种组合的平均有效性指标约为 :25 %、45 %和 70 %。

213 　统计试验结论　由各种计算频率的无偏性及有效性的比较可知。

(1) FEI方法的无偏性能与有效性能均最差 ,其原因是 FEI 方法原始的公式只能求解丰丰型或者枯

枯型的频率 ,对其他组合 ,如 : p ( x ≥xpf , y ≤ ypk ) ,需要先计算 p ( x ≥xpf ) 及 p ( x ≤xpf , y < ypk ) ,再用

p ( x ≥xpf , y ≤ypk ) = p ( x ≥xpf ) - p ( x ≤xpf , y < ypk ) 进行求解。由于 FEI方法转换后系列服从的分

布未知 ,采用非参数估计的 PNT法对其求解也就存在误差 ,即 p ( x ≥xpf ) 及 p ( x ≤xpf , y < ypk ) 的计算

存在误差 ,再通过代数和计算误差累计 ,从而造成 FEI 方法在丰枯遭遇计算时成果不稳定 ,当变量增加

时 ,这种误差将进一步加大。

(2)传统的基于频率分析的 EFM 方法无偏性较好 ,但有效性较差 ,这是因为 EFM 方法对资料系列长

度较为敏感 ,对某一组样本 ,计算的频率相差较大 ,但模拟的组数增加时 ,就趋向于真值 ,因此总体的无

偏性能较好。但由于各组样本的计算结果变化较大 ,从而有效性较差。

(3) Moran 方法的无偏性及有效性均较优 ,因此在进行多维联合分布计算时 ,建议采用 Moran 方法进
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行频率分析。
表 1 　无偏性统计试验结果 (单位 : %)

类型 估计方法 bp1 bp2 bp3 bp4 bp5 bp6 bp7 bp8 bp9
平均绝对

无偏性

Moran - 1. 91 1. 38 - 1. 33 - 0. 47 5. 73 1. 48 - 2. 76 1. 10 0. 23 1. 82

长江～黄河组合型 FEI 0. 8 - 2. 94 1. 26 0. 12 3. 92 - 2. 88 - 1. 62 0. 15 0. 77 1. 61

EFM - 1. 99 0. 62 1. 39 2. 13 - 1. 14 1. 08 - 3. 65 - 0. 50 1. 92 1. 60

Moran 0. 86 - 1. 14 0. 11 1. 68 1. 98 1. 43 - 1. 13 - 2. 63 - 0. 75 1. 3

长江～淮河组合型 FEI 18. 15 24. 17 - 11. 55 - 28. 46 56. 55 11. 51 - 7. 49 - 15. 83 11. 84 20. 62

EFM 1. 47 2. 40 - 3. 40 - 0. 26 0. 50 2. 78 - 1. 66 - 0. 53 - 1. 17 1. 58

Moran 0. 36 - 1. 35 1. 11 1. 31 2. 09 2. 66 - 1. 98 - 3. 05 - 0. 49 1. 60

黄河～淮河组合型 FEI 8. 61 - 12. 86 - 4. 14 - 16. 04 19. 96 1. 94 - 1. 14 - 1. 25 1. 22 7. 46

EFM 1. 97 0. 46 - 2. 23 - 0. 81 0. 69 0. 62 - 3. 05 1. 46 - 0. 29 1. 28

Moran 5. 99 5. 03 - 3. 20 4. 78 4. 45 - 7. 25 5. 17 1. 48 - 10. 64 5. 33

淮河～沂沭泗组合型 FEI 8. 97 2. 27 - 19. 12 38. 85 - 11. 45 46. 97 19. 72 5. 84 - 13. 36 18. 51

EFM 8. 21 6. 80 - 7. 21 3. 73 7. 51 - 7. 51 2. 40 7. 04 - 13. 33 7. 08

表 2 　有效性统计试验结果 (单位 : %)

类型 估计方法 sp1 sp2 sp3 sp4 sp5 sp6 sp7 sp8 sp9 平均有效性

Moran 25. 93 20. 91 32. 56 21. 99 18. 01 21. 92 33. 88 21. 68 26. 89 24. 86

长江～黄河组合型 FEI 28. 14 37. 33 62. 66 108. 72 74. 24 107. 85 69. 36 42. 44 31. 36 62. 46

EFM 32. 82 48. 94 46. 54 49. 37 59. 64 1. 08 46. 79 49. 45 32. 61 45. 94

Moran 25. 61 21. 68 32. 46 21. 07 16. 79 21. 58 21. 29 20. 90 26. 27 24. 18

长江～淮河组合型 FEI 32. 69 53. 70 64. 98 136. 53 139. 22 113. 81 100. 75 84. 56 38. 48 84. 97

EFM 31. 99 49. 21 47. 07 48. 57 59. 46 48. 08 45. 31 50. 65 32. 59 45. 88

Moran 26. 31 22. 45 33. 92 20. 96 16. 69 21. 68 32. 13 22. 54 25. 73 24. 74

黄河～淮河组合型 FEI 28. 99 43. 15 64. 06 118. 59 96. 99 110. 33 80. 18 58. 51 33. 28 70. 46

EFM 33. 04 47. 86 46. 92 48. 60 55. 26 48. 22 45. 11 49. 23 31. 67 45. 10

Moran 26. 44 21. 74 32. 17 21. 77 18. 23 23. 56 34. 41 22. 20 26. 60 25. 24

淮河～沂沭泗组合型 FEI 29. 73 34. 59 67. 67 113. 41 70. 08 116. 00 70. 24 41. 91 32. 77 64. 04

EFM 34. 27 51. 57 46. 35 48. 47 61. 58 49. 91 48. 08 48. 52 33. 14 46. 88

3 　实例应用

根据不同水文区内具有代表性的水文站的 1956～1997 年的年径流资料 ,采用 Moran 方法分析南水

北调东线工程不同水文区年径流丰枯遭遇频率 ,并与 EFM 方法进行比较。研究的水区包括 :长江中下

游流域、淮河流域、黄河下游流域。其中 ,长江中下游流域采用大通站径流资料 ;淮河流域含有淮河及沂

沭泗两个独立水系 (本文以下凡涉及淮河流域均为淮河及沂沭泗两个水系总称) ,淮河水系采用蚌埠站

径流资料 ,沂沭泗水系采用骆马湖入湖径流资料 ;黄河下游流域采用花园口站径流资料。

311 　长江黄河丰枯遭遇分析　对研究站点的年径流系列 ,分别采用皮尔逊 Ⅲ型分布 ( P2Ⅲ) 和对数正态

分布进行了拟合 ,结果表明 ,两种统计分布对年径流系列的拟合效果十分接近。由于对多维 P2Ⅲ分布

的计算问题目前尚缺乏解析表达式 ,无法得到组合概率的理论值 ,所以 ,本文假定长江、黄河的径流系列

服从对数正态分布 ,采用 Moran 方法与 EFM 方法计算遭遇频率大小 ,并与二维对数正态分布的理论值

进行比较 ,统计 9 种丰枯组合的离差绝对值之和与离差平方和 ,计算结果如表 3 所示。分析表明 ,Moran

方法更接近于理论值 ,平均离差绝对值约为 1 % ,优于传统的 EFM 方法 ,后者平均离差绝对值约为 3 %。

分析可知 ,Moran 方法更优 ,这与前面统计试验的结论是一致的。

312 　有利于调水至黄河的频率分析　本文根据文献 [1 ]对有利于调水频率的定义 ,对有利于调水至黄

河的频率做如下界定 : (1)当长江处于丰水或平水状态时 ,黄河处于枯水或平水状态 ,对黄河调水有利 ;

(2)当长江为枯水时 ,如果淮河水系与沂沭泗同丰或丰平遭遇 ,同时黄河为非丰 ,则也是有利于调水至黄
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河。有利于调水至黄河的频率见表 4。
表 3 　长江黄河丰枯遭遇频率 (单位 : %)

计算方法
长丰

黄丰

长丰

黄平

长丰

黄枯

长平

黄丰

长平

黄平

长平

黄枯

长枯

黄丰

长枯

黄平

长枯

黄枯

离差绝

对值和

离差平

方和

Moran 方法 16. 31 10. 19 10. 20 10. 12 8. 13 10. 18 9. 65 9. 67 15. 54 9. 28 11. 15

EFM方法 14. 29 9. 52 11. 90 14. 29 7. 14 11. 90 7. 14 11. 90 11. 9 23. 89 89. 81

理论值 17. 13 9. 31 11. 06 9. 31 6. 38 9. 35 11. 06 9. 31 17. 10

表 4 　有利于调水至黄河的频率 (单位 : %)

计算方法
长丰

黄平

长丰

黄枯

长平

黄平

长平

黄枯

长枯

黄平 黄枯

淮丰

沂丰

淮丰

沂平

淮平

沂丰

淮丰

沂丰

淮丰

沂平

淮平

沂丰

合计

Moran 方法 10. 20 10. 20 8. 13 10. 20 1. 4 0. 6 1. 12 1. 86 0. 83 1. 68 46. 19

EFM方法 9. 52 11. 90 7. 14 11. 90 0 0 2. 38 0 2. 38 4. 86 49. 98

研究结果表明 ,对某一组合而言 ,变量较少时 (如两变量) ,Moran 方法与 EFM 方法计算结果较为接

近 ,变量较多时 (如四变量) ,计算结果相差显著。EFM 方法由于资料系列较短 ,组合概率会出现为 0 的

情况 ,从理论来说 ,这是不合理的。因此 ,对多维联合分布计算 ,Moran 方法的计算结果更加合理可靠。

对总的有利于调水的频率而言 ,两种方法结果接近 ,Moran 方法与 EFM 方法计算的总的有利于调水

至黄河的频率分别约为 46 %和 50 %。

4 　主要结论

本研究采用蒙特卡罗模拟分析技术 ,比较研究了 Moran 方法、EFM 方法和 FEI 方法 3 种多维联合分

布计算方法的统计性能 ,并将之应用于南水北调丰枯遭遇分析 ,得到如下主要结论 : (1)统计试验结果表

明 ,在对比的 3 个方法中 ,基于正态化变换的 Moran 方法均具有最优的无偏性和有效性 ; (2) 通过南水北

调东线工程不同水文区年径流丰枯遭遇组合分析表明 ,与其他方法比较 ,Moran 方法的结果更合理。因

此 ,对多变量水文事件的概率计算问题 ,建议采用 Moran 方法。计算结果初步表明 ,南水北调东线工程

有利于调水至黄河的概率约为 46 % ; (3)本文的结论是针对水文变量服从多维对数正态分布的情况 ,对

其他类型的多维分布是否有类似的结论 ,还有待进一步研究。
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Computation methods of multivariate joint probability

distribution and their applications in hydrology

DAI Chang2jun
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, LIANG Zhong2min
2

(11 Changjiang Institute of Survey Planning Design and research , Wuhan 　430010 , China ;

21 Hohai University , Nanjing 　210098 , China)

Abstract: Three computation methods for multivariate analysis , namely the Moran , EFM and FEI

method , were compared by means of Monte2Carlo technique. Among them , the Moran method is

normalized2based , EFM is an empirical frequency analysis method while FEI is a multi2to2one dimension

method. Annual runoff data at controlling stations within the region of the East Route is South2to2North

Water Transfer Project were used to analyze runoff encountering probability among Changjiang River ,

Huai River and Yellow River. Statistical experiment shows that the Moran method is the best approach if

evaluated by either statistical unbiaseness or effectiveness. The analysis of the output of the Plentiful or

Scanty runoff encountering also shows that the Moran method is effective in solving the problem of

multivariate hydrological statistics.

Key words : multivariate joint probability distribution ; normalization transform ; Monte2Carlo statistical

experiment ; runoff encountering analysis ; South2to2North Water Transfer Project
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Poisson ratio of natural structured clays in non2linear elastic model

WANGLi2zhong ,LI Ling2ling
( Zhejiang University , Hangzhou 　310027 , China)

Abstract :According to the formation mechanism of structure the natural clays are classified into three

classes: normally consolidated clay , simply over2consolidated clay and structured clay with post2
sedimentation structure. Based on the fact that in the process of structural deformation the faster

deformation of a certain amount of bonding inhibits the development of secondary compression ,so that ,the

lateral pressure coefficient of the clay can be assumed as the coefficient of normal consolidated soil . Based

on the relationship between the tangent Poisson ratio and tangential lateral pressure coefficient and

according to the test data of natural clay ,it is proposed that the behavior of tangent Poisson ratio is in a

pattern with three phases with turning points of gross yield stress and transition stress. The formula for

calculating the tangent Poisson ratio of structured soft soil is deduced by generalizing this concept to the

condition of triaxial loading. By this method the problem of determining the Poisson ratio of nonlinear

elastic model can be solved.

Key words : natural clay ; structured ; nonlinear elastic model ; tangential lateral pressure coefficient ;

tangential Poisson ratio
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