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摘要：本文研究了环形微管道内线性粘弹性流体的周期电渗流动(Electroosmotic flow,EOF),其中线性粘弹性流体的本构关系是由Maxwell流体模型来描述.利用分离变量法,求解了线性Poisson-Boltzmann(P-B)方程,柯西动量方程和Maxwell流体本构方程.给出了Maxwell流体电渗速度的解析表达式.结果表明:对给定的电动宽度K、壁面Zeta势比β、环形微管内半径与外半径比α, 较低的电振荡雷诺数Re和较短的弛豫时间λ1ω,经典Helmholtz- Smoluchowski速度剖面会出现.对于给定λ1ω,增加Re将会导致EOF速度剖面的快速振动.与此同时,EOF速度剖面的振幅逐渐减小.随着Re的增加远离圆柱壁面的两个EDL以外速度的振幅越来越少并趋于零.对于给定Re,增加λ1ω导致EOF的速度剖面在外加电场的作用下更加容易地振荡,速度剖面更快速地振动.
关键词：EDL;周期EOF;广义Maxwell流体;环形微管道;振荡雷诺数;弛豫时间
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generalized Maxwell fluids between two micro-Circular Cylinders
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Abstract: In this paper, analytical solutions are presented for the time periodic Electroosmotic flow (EOF) flow of linear viscoelastic fluids between micro-Circular Cylinders. The linear viscoelastic fluids used here are described by the general Maxwell model. The solution involves analytically solving the linear Poisson-Boltzmann (P-B) equation, together with the Cauchy momentum equation and the general Maxwell constitutive equation. And we obtained the analytical expression of Maxwell fluid electroosmotic velocity. The results show that the typical Helmholtz-Smoluchowski velocity profile will be occurred for the given electrical width of the K, wall Zeta potential ratio β, the ring of microtubules within the radius and outer radius ratio α, lower oscillation Reynolds number Re and shorter relaxation time λ1ω. For the given λ1ω,the increasing of Re will lead the EOF velocity profile to a quick vibrating.At the same time, the amplitude of EOF velocity reduced gradually. Along with the increase of Re, the amplitudes of velocity which except the two EDL far away from surface of cylinder becomes smaller and smaller and tends to zero. For the given Re,the increasing of λ1ω leads the EOF velocity profile to oscillate more easily and the velocity profile vibrate more rapidly under the applied electric.
Key words: EDL; Time periodic EOF; Generalized Maxwell fluids;Micro-Circular Cylinders;Oscillating Reynolds number;Relaxation times
0 引言
微流体设备在微电子系统（MEMS）和生物传感器领域,如芯片实验室(lab-on-a-chip)[1],有很重要的应用.当电解质与微管道管道壁相互接触时,会引起壁面与电解质之间的电荷交换,进而导致了双电层（EDL）的形成.当沿带电表面切线方向施加外电场时,在EDL 中的离子将会受到库伦力的作用而运动.这时由于流体粘性的作用,移动的离子会带动附近流体微团运动,最终形成了电渗流(EOF).现在EOF被广泛地用于生物、化学和制药领域.
在各种几何形状的微管中,完全发展的微管道牛顿流体EOF及相关的传热问题在理论与实验方面已有很多研究[2-7].然而,这种定常EOF现象要求较高电压和较大场强,这有可能给实验条件带来诸多困难.最近,与时间有关的EOF作为一个微流体力学驱动机制引起了越来越多学者的注意.Dutta和Beskok[8]最早用解析的方法来探讨两个平行板之间周期EOF.他们阐述了两平行板间周期EOF和斯托克斯第二问题之间的异同点.通过运用格林函数法,Kang等人[9]解析给出了随时间变化的外加电场作用下微管中的瞬时EOF速度场.菅永军等人[10]得到了环形微管道中周期EOF速度分布的解析解.他们讨论了两种极限的情况,即平行板之间和圆形微管中的周期EOF.
以上所有提及的研究考虑的都是牛顿流体,但微流体设备经常被用来分析长链分子的溶液,使得流体呈现出一些非牛顿流体的性质.为了描述非牛顿流体在微管道内的流动,首先应该给出合适的本构关系来表征动力学粘性和剪切变化率之间联系,然后用更广义的柯西动量方程来描述非牛顿流体的运动.Das和Chakrabotry[11]首次研究了非牛顿的非弹性幂律流体的定常EOF流动.同样的流体模型被Zhao等人[12]运用于微平行管道中的定常EOF方面的研究中.他们获得了依赖于幂律指数n的速度剖面的解析表达式.利用有限差分法,邓署艳和菅永军等[13]研究了矩形微管道中幂率流体的非定常EOF流动.最近,刘全生和菅永军等[14]人讨论了平行板微管道中粘弹性流体的周期EOF问题.应用线性化的P-B方程,他们首次得到了平行板微管道中线性粘弹性流体—广义Maxwell模型的解析解,并给出了无量纲化速度剖面的解析表达式.菅永军等人[15]在二维矩形微管道中研究了时间周期EOF,获得了广义Maxwell模型的速度剖面的解析表达式.此外刘全生和菅永军等[16]在平行板微管道中研究了Jeffrey流体的周期EOF.他们考虑了微管道附近的聚合物大分子的排斥效应,将流动区域分为两层,给出了速度剖面解析表达式.
然而, 环形微管道中粘弹性流体的周期EOF问题还没有人讨论.本文研究得到了环形微管道中线性粘弹性流体 ——广义Maxwell模型的解析解,但不考虑重叠的EDL情况,对厚和薄的EDL的范围进行讨论,给出了无量纲化速度剖面的解析表达式.它们是电动宽度K、壁面Zeta势比β、环形微管内半径与外半径比α、周期EOF振荡雷诺数Re和无量纲弛豫时间λ1ω的函数.
1 数学模型
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图1环形微管道中广义Maxwell流体的时间周期EOF流的示意图
Fig.1 Time period of the generalized Maxwell fluid in the annular microchannel EOF flow diagram 
如图1所示,考虑外半径为R、内半径为αR、带负电荷的环形管道中不可压缩广义Maxwell流体的非定常EOF.假设微管道的长度为L.且远远大于微管道的高度,即L >>2R.如图建立柱坐标系,电解质溶液与固体壁面之间的化学相互作用产生了EDL.EDL是一层非常薄的位于固体-液体界面上的带电流体层.EOF流动是被沿轴线方向施加的场强为E0的交流电场所驱动.由于几何形体上的对称性,我们仅对于管道的半截面进行研究.若忽略沿z方向的压力梯度,那么一维的柯西动量方程可以表示为
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其中,u(r, t)表示沿z轴方向的速度分量,ρ是流体的密度,t表示时间,(rz表示应力张量,ρe(r)表示电荷体密度,Ez(t)表示交流电场.事实上,我们假设(1)式中Debye层上的电荷分布不会受到随时间变化的EOF的影响.对于广义Maxwell流体,本构关系满足如下关系[17]
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其中(1表示流体的弛豫时间,(0是零剪切率黏度.在等式(2)中,t时刻的应力依赖于先前时刻t' 的速度梯度.然而,由于本构关系中被积函数是指数函数,所以距离t近的t'时刻的状态对结果的影响最大.因此,流体对于近期的“记忆”强于它对以前时刻的“记忆”.这种现象称为“衰退记忆”效应[17].将(2)式代入(1)式得到
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假设交流电场和周期EOF的速度可以写成如下的复函数形式
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式中,({}表示周期EOF函数的实数部分,ω表示交流电场的振荡角频率.将(4)式代入(3)式后,在等式两边同时除以eiωt,去掉实部符号,得到：
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根据静电学理论,电势ψ和单位体积的静电荷密度ρe(r)之间的关系可由P-B方程描述
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式中ε是电解质溶液的介电常数,n0是液体离子浓度,zν是电荷化合价,e是电子所带的电荷量,kb是Boltzmann常数,T是绝对温度.对于低的EDL电势ψ,可以运用Debye-Hückel的线性化近似估计.在物理学方面,这就意味着指电势能远低于热能.并方程(6b)代到(6a),得到P-B方程
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式中
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表示EDL的厚度.

问题(7)的边界条件为
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其中ζi, ζo是内外壁面的Zeta势,α为环形微管内半径与外半径之比.

通过引入以下量纲一变量将P-B方程及其边界条件进行量纲一化
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式中,κ称为Debye-Hückel参数,其倒数1/κ具有长度因子,代表EDL的厚度,称为Debye长度.K称作无量纲化的电动宽度,它表征微管道的外半径这一特征长度与Debye长度的比值.将(9)代入(7)-(8),得到无量纲P-B方程和相应的边界条件
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求解问题(10)和(11),最终求得电场势
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其中
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式中,
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表示内壁面与外壁面Zeta势比.若α=0和β=0的极限情况下,意味着圆柱形微管道EOF的EDL.此时I0(0)=1和K0(0)=∞,因此(13)变为A=1/I0(K),B=0对应的电场势(12)与圆柱形的电场势完全一致.

将(12),( 6)式代入(5)式,得到：
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方程(14)的边界条件如下,
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引入一组无量纲化参数：
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上式中,Ueo表示牛顿流体稳定的Helmholtz-Smoluchowski EOF速度；Re是振荡雷诺数.运用等式(16),方程(14)和相应的边界条件(15)可以无量纲化为如下形式,
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等式(17)是一个二阶非齐次的常微分方程,其通解可以表示为
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将(19)式代入(17)式,然后令
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初始条件(18)代入方程(19),则常数C,D可以确定.
2 结果与讨论
尽管上述结果是由无量纲参数来给出的,但在实际的工程问题中仍然需要指出一些典型的有量纲参数的取值.在下面的计算中,典型参数的取值如下[18,19]：0<α<1,ρ=103kg.m-3, η0=10-3kg.m-1s-1,R=100µm.同时,外加电场频率的变化范围是从0到1.6kHz,与之对应的角频率ω的变化范围是从0到104s-1.因此,雷诺数Re可以从0到100之间取值.根据文献[17],弛豫时间λ1ω的取值很广泛,在本文中的取值范围定为10-4s到103s.

当α=0.1和β=1,图2-3分别绘出了Re=1和Re=50两种情况下,对于不同的K (20, 40, 70和100) 和不同的弛豫时间λ1ω (0.2, 1.0, 3.5和6.0) 的速度剖面分布.一般而言,较短的弛豫时间意味着较小的弹性.从图2我们可以看到:在小的弛豫时间下,随着K值的增加速度的变化被限制在紧贴EDL的狭窄区域.但是,随着弛豫时间的增长流体的弹性变得显著.并且由于弹性是流体的整体物理性质,速度变化可以延伸到流动的全体区域.此外,速度的振幅随着弛豫时间的逐渐增大而变大.对比图2和图3,我们可以很容易地看出:较高的振动雷诺数Re导致速度剖面的快速振荡.
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 (a) λ1ω = 0.2                                         (b) λ1ω= 1
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(c) λ1ω= 3.5                                        (d) λ1ω= 6
图2不同λ1ω和K时无量纲EOF速度的剖面图 (α=0.1, β=1, Re=1). (a) λ1ω = 0.2 (b) λ1ω = 1 (c) λ1ω = 3.5 (d) λ1ω = 6
Fig.2 Dimensionless EOF velocity profile different λ1ω and K (α=0.1, β=1, Re=1). (a) λ1ω = 0.2 (b) λ1ω = 1 (c) λ1ω = 3.5 (d) λ1ω = 6
EOF是外电场和EDL之间的相互作用的结果.所以,内外圆柱壁面Zeta势比 β 对EOF有重大的影响,如图4所示,当K=50, λ1ω=3.5和α =0.1,对不同的震荡雷诺数Re (0.01, 1, 30和100)首先,从图4(a)-4(b)可以看出,当两个圆柱壁面相反地充电时(即β<0),在微通道中EOF的方向直接与带电的通道墙的两极一一对应起来.这个结论在文献[20]中很好地被验证了. 
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 (a) λ1ω = 0.2                                       (b) λ1ω= 1
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               (c) λ1ω= 3.5                                         (d) λ1ω= 6
图3不同λ1ω和K时无量纲EOF速度的剖面图 (α=0.1, β=1, Re=50). (a) λ1ω = 0.2 (b) λ1ω= 1 (c) λ1ω= 3.5 (d) λ1ω= 6
Fig.3 Dimensionless EOF velocity profile different λ1ω and K (α=0.1, β=1, Re=50). (a) λ1ω = 0.2 (b) λ1ω= 1 (c) λ1ω= 3.5 (d) λ1ω= 6
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 (a) Re = 0.01                                         (b) Re = 1
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               (c) Re = 30                                          (d) Re = 100 
图4不同Re和β时无量纲EOF速度的剖面图 (α=0.1, K=50, λ1ω= 0.5). (a) Re = 0.01 (b) Re = 1 (c) Re = 30 (d) Re = 100
Fig.4 Dimensionless EOF velocity profiles at different Re and β(α=0.1, K=50, λ1ω= 0.5). (a) Re = 0.01 (b) Re = 1 (c) Re = 30 (d) Re = 100
当α =0.1, λ1ω =3.5和K=50 时,速度剖面的大小主要取决于震荡雷诺数. 对于低的雷诺数[图4(a)-(b)],EOF速度剖面变化图与Chakraborty和Srivastava[21]获得的类似.这是由于EDL两个圆柱中间间隙的有效渗透的效果.随着振荡雷诺数的增加[图4(c)–4(d)]远离圆柱壁面的两个EDL以外速度的振幅越来越少并趋于零.对于较高的震荡雷诺数Re,当内壁面Zeta势越高,速度剖面在内部EDL范围从墙上零急速增加到最大,然后随着内圆柱壁面的远离减少,在外部EDL范围又急速增加,在外圆柱壁面达到零.这些结果是由外部的电场和EDL的相互作用造成的电动力驱动流所导致.
图4,图5描述了EOF速度剖面变化图,对给定的弛豫时间λ1ω(0.5),给定的电动宽度K(50和20),不同的内外圆柱壁面Zeta势比β(-2, -1, 0, 1, 2和3)不同的雷诺数Re(0.01,1,30和100)和无纲量半径比α(0.1和0.9),除了小的内外圆柱半径比α (α =0.1)和大的电动宽度K (K=50).另一种极限情形研究了β=0和α=0.9的情况.这种情形是指通过圆形微通道的EOF.无论雷诺数低还是高,速度的大小主要都集中在EDL外部范围[图5(a)–5(d)],在Chakraborty和Ray.[22]得到了很好的结论. 从图5可以观察到,对于非常高的雷诺数的情形扩散时间尺度比震荡时间周期大很多.因此,液体流冲力没有足够的时间扩散到两个圆柱的墙壁间隙远处,且EOF速度的变化只仅限于接近两个固体表面的薄层.
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 (a) Re = 0.01                                           (b) Re = 1
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                 (c) Re = 30                                         (d) Re = 100
图5不同Re和β时无量纲EOF速度的剖面图 (α=0.9, K=20, λ1ω= 0.5). (a) Re = 0.01 (b) Re = 1 (c) Re = 30 (d) Re = 100
Fig.5 Dimensionless EOF velocity profiles at different Re and β (α=0.9, K=20, λ1ω= 0.5). (a) Re = 0.01 (b) Re = 1 (c) Re = 30 (d) Re = 100 
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 (a) Re = 0.01                                        (b) Re = 1
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 (c) Re = 30                                        (d) Re = 100
图6不同Re和λ1ω时无量纲EOF速度的剖面图 (α=0.2, K=20, β = 1). (a) Re = 0.01 (b) Re = 1 (c) Re = 30 (d) Re = 100
Fig.6 Dimensionless EOF velocity profiles at different Re and λ1ω(α=0.2, K=20, β = 1). (a) Re = 0.01 (b) Re = 1 (c) Re = 30 (d) Re = 100 
当K=20,α=0.2和β=1,图6展示了在不同的弛豫时间λ1ω (0.2, 0.5, 1.0, 3.5和5.0)下,不同的振荡雷诺数Re对应的广义Maxwell流体的半管道速度剖面.从图6中可以看出,对于较低的振荡雷诺数Re和较短的弛豫时间λ1ω,经典的Helmholtz- Smoluchowski速度剖面会出现[参见图6(a)-(b)].速度剖面的变化部分都集中在了紧贴壁面的狭窄的EDL区域.对于给定的弛豫时间λ1ω,增加振荡雷诺数Re将会导致EOF速度剖面的快速振动.与此同时,EOF速度剖面快速变化.产生这种现象的原因是耗散时间尺度远远长于振动周期.因此,流体的运动没有足够的时间扩散到微管道的两壁面中间的平面,并且EOF的速度变化被限制在紧贴两固体壁面的薄层中.此外,对于广义Maxwell流体,较长的弛豫时间λ1ω意味着较大的弹性效应和较小的恢复能力.由于广义Maxwell的“衰退记忆”现象,对于给定的振荡雷诺数Re,增加的弛豫时间λ1ω导致EOF的速度剖面在外加电场的作用下更加容易变化.因此,从图6中我们可以看到增加振荡雷诺数Re将会导致EOF速度剖面的快速振动.与此同时,EOF速度剖面的振幅逐渐减小.
3 结论

本文研究了平行板微管道和环形微管道中广义Maxwell流体的周期EOF.运用分离变量法,通过求解线性化的Poisson-Boltzmann方程、柯西动量方程和广义Maxwell本构方程,获得周期EOF速度剖面的解析解.通过数值计算,结果表明广义Maxwell流体的速度剖面强烈地依赖于电动宽度K、壁面Zeta势比β、振动雷诺数Re、弛豫时间λ1ω和环形微管内外半径比α,并得出如下的结论：
(1) 对于给定的弛豫时间λ1ω,增加振荡雷诺数Re将会导致EOF速度剖面的快速变化.

(2) 对于给定的振荡雷诺数Re,增加弛豫时间λ1ω导致EOF的速度剖面在外加电场的作用下更加容易变化.

(3) 对于给定的电动宽度K、壁面Zeta势比β、环形微管内外半径比,较低的振荡雷诺数Re和较短的弛豫时间λ1ω,经典Helmholtz- Smoluchowski速度剖面会出现, 速度剖面的变化部分都集中在了紧贴壁面的狭窄的EDL区域.

(4) 对于给定的弛豫时间λ1ω、电动宽度K、环形微管内外半径比α,低的雷诺数Re, EOF速度剖面变化图与以前研究的相关结果类似.随着振荡雷诺数的增加远离圆柱壁面的两个EDL以外速度的振幅越来越少并趋于零.
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