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摘要：Rayleigh-Banard自然对流由于其流动机理的复杂性及强源项的特性，给精确模拟此类问题带来一定困难。本文使用预处理间断有限元方法求解封闭方腔内的Rayleigh-Banard自然对流，一阶精度和二阶精度计算结果表明：一阶精度的计算不能有效捕捉Rayleigh-Benard自然对流的非稳定性，需二阶精度及以上的计算。有限体积及间断有限元结果对比表明：预处理间断有限元使用理想气体模型能非常有效的模拟极低Ma数下的封闭方腔内自然对流,且预处理间断有限元方法有望更准确的模拟低Ma数的流动及传热，该方法对Rayleigh-Benard自然对流问题的计算有广泛的应用前景。
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Abstract: As the complexity of the flow mechanism and bouyancy source term,the Rayleigh-Benard Natural Convection is hard to simulate accurately. In this paper, the preconditioning discontinuous galerkin method is induced to calculate the Rayleigh-Benard natrual convection. First-order and second-order’s results show that second-order accuracy or higher is needed in order to capture the instability of the Rayleigh-Benard natrual convection. The results of finite volume method and discontinuous galerkin methods show that the discontinuous galerkin method can effective simulate the natrual convection using the full bouyancy modal. And the results also indicate the discontinuous galerkin method can get a more accuracy result than finite volume method，and with broad prospects to simulate the natrual convection.
Key words: Discontinuous Galerkin Method, Precondition Method, Rayleigh-Benard natrual convection
0 引言
热浮升驱动流动是由流体热膨胀造成的密度差,进一步产生的浮力效应引起的，并广泛存在于自然界中，如大气的自然对流现象，Rayleigh-Benard对流现象等。在实际工程应用中，热浮升力驱动的流动也广泛存在：如具有对称结构的封闭正方形腔内竖直板的自然对流换热问题,是从空调工程热环境的控制及冷冻冷藏设备内的流动和换热等工程问题中抽象出来的理论模型[1]；旋转机械内的流动，由于受离心力哥式力的影响，在有温差情况下旋转浮升力对其内的影响非常大。这类热浮升力驱动流动其显著特征是，随着Ra数的增大其流动情况非常复杂，如RB对流其随Ra数增会出现稳定状态，稳定有规律结果进而分叉出现混沌等现象。由于这类流动机理的复杂性及强源项的特性，给精确模拟此类问题带来一定困难。

间断有限元方法(DGM: Discontinuous Finite Element Method)最早是由Reed和Hill在1973年[2]提出的，用于中子输运方程的求解。该方法结合了有限体积方法(FVM)和有限元方法(FEM)的基本思想，特别易于处理复杂边界及边值问题，同时具有灵活处理间断的能力，且可以通过适当选取基函数，提高单元插值多项式的次数来实现任意高阶精度，另外具有容易实现自适应、并行计算等优势[3]。由于这些优异性质，在欧洲探讨用于未来工业设计高阶CFD程序的ADIGMA计划中，间断有限元方法被认为是最有前途的算法之一。现阶段Cockburn和Shu提出的龙格库塔DGM[4]，以及结合混合有限元思路提出的LDG[5](Local Discontinuous Galerkin)方法在DGM框架下广泛用于Euler方程及NS方程的求解。

本文旨在探讨使用高精度DGM来模拟计算热浮升力驱动的流动，以望能通过提高数值计算的精度，更好的理解热浮升力驱动机理，获得实际应用中更准确的数据。
1 控制方程

守恒形式的三维NS方程：
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其中
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分别表示无粘通量和粘性通量。对于层流问题，不考虑重力，源项
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为零；对于考虑重力的自然对流等问题，控制方程形式与三维ＮＳ方程一致，但使用有效压力
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代替
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，且有重力浮升力，源项
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为如下计算：
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其中：
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表示参考点位置，
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r

表示参考密度，可以使用计算域内平均密度。 
2 预处理方法
参考Weiss & Smith的预处理方法[6]：将NS方程中的守恒变量
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用原始变量
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代替，并引入预处理矩阵
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，控制方程如式2.1
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其中：
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计算过程中
[image: image19.wmf]r

U

的确定是保证计算精度及稳定性的关键因素，本文中使用式2.2计算：
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在使用预处理方法求解式2.1时，需要对无粘通量格式进行相应的修正，本文中给出文献中预处理方法常用的几种无粘通量格式：

根据原始Roe格式原理，推导预处理Roe格式：
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同样可根据LF(Lax–Friedrichs Flux)原理可推导相应的预处理无粘格式：
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其中
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函数表示矩阵
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的最大特征值，另外对HLLC格式(The Harten, Lax, and van Leer with contact restoration (HLLC) scheme)预处理修正的方法可参考文献[7]，预处理SLAU格式，预处理AUSM格式可参考文献[8]。而粘性通量，本文采用中心格式，不需要针对预处理进行修正。

3 预处理间断有限元方法

将式2.1与测试函数
[image: image25.wmf]f

相乘，并对其在任意单元上分部积分，得到变分形式如下：
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其中：
[image: image27.wmf]e
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表示单元区域，
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¶W

表示单元边界，使用有限元空间近似函数
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代替函数
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，对于间断有限元取数值解空间和测试函数空间相同，且都取为p阶多项式函数空间
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在间断有限元离散过程中取：
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3.1 时间项离散
结合式3.2及式3.3：由于其为虚拟时间积分，解的精度仅依赖于空间项的离散，与时间项无关。为简化计算过程，单元内部
[image: image35.wmf]G

的值可用单元内平均值
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替代而不会影响到计算精度，此时可得时间项离散过程：
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    (3.4)

3.2 单元体积分
结合式3.2及式3.3，可得单元体积分过程：
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其中
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表示体数值点数量。
3.3 单元面积分

结合式3.2及式3.3，可得单元面积分过程：


[image: image41.wmf],1

,,

,

()...,

e

n

ijijj

nnsp

F

FUdSDDW

F

ff

¶W

éù

êú

×º=

êú

êú

ëû

ò

n

r

                   (3.6)

其中
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表示面数值积分点数量，
[image: image43.wmf],

nj

F

表示第j个面数值积分点的法向通量。
3.4 源项积分

结合式3.2及式3.3，可得单元面积分过程：
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其中
[image: image45.wmf]1,...,,1,...,,
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表示面数值积分点数量，
[image: image46.wmf]j

S

表示第j个体数值积分点的源项。
3.5 数值离散过程小结

总结上述离散过程，间断有限元方法离散后方程可写为下述所示半离散形。式3.7可采用多种方法求解，本文采用3步龙格库塔方法求解该方程，在此不再赘述该方法。
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4 计算结果及分析
图1描述了该算例的物理模型及无量纲变量Θ，U，W的定义：方腔内左右壁面存在温差，上下壁面绝热，计算网格为50*50的壁面加密结构化网格，使用理想气体模型考虑浮升力作用，并采用预处理方法保证在非常低Ma数下DGM方法的收敛性。
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图1 封闭方腔内自然对流问题描述

图2给出了Ra=104下分别采用一阶精度、二阶精度的温度分布：一阶精度计算由于耗散比较大，计算域内流场比较稳定，不会出现Rayleigh-Benard现象。二阶精度计算能较好模拟Rayleigh-Benard对流。此计算结果表明：Rayleigh-Benard流动对计算精度敏感，计算精度不足甚至会得到一个非物理解，因此有必要对该问题进行高精度计算。
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(a) 一阶精度                              (b) 二阶精度

图2 计算精度对计算结果的影响:温度分布

计算
[image: image51.wmf]3456

10,10,10,10

Ra

=

四种情况，计算得到无量纲温度及无量纲速度分布如图3，图4，图5所示。与Davis[9]结果比较可知,本文预处理间断有限元方法计算得到的分布情况与其一致。
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(a)Ra=103            (b)Ra=104                  (c)Ra=105             (d)Ra=106
图3 Ra=103，104，105，106，无量纲速度U分布同参考文献[11]，云图范围 [0,1]，间隔0.1
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      (a)Ra=103            (b)Ra=104                  (c)Ra=105             (d)Ra=106
图4 Ra=103，104，105，106，无量纲速度V分布同参考文献[11]，云图范围 [0,1]，间隔0.1
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         (a)Ra=103            (b)Ra=104                  (c)Ra=105             (d)Ra=106
图5 Ra=103，104，105，106，无量纲速度W分布同参考文献[11]，云图范围 [0,1]，间隔0.1

为进一步比较DGM对热驱动流动的模拟效果，比较使用Fluent和DGM自编程的计算结果，表1给出了二阶精度预处理间断有限有限元方法计算结果的计算结果；表2给出了商业软件有限体积方法基于密度采用预处理Roe格式，二阶重构计算结果的计算结果。其中：Umax表示中间垂直平面的无量纲水平速度，Wmax表示中间水平平面的无量纲垂直速度，Numax ，Numin ，Nuaver分别表示
[image: image64.wmf]H

T

壁面的最大、最小、平均Nusselt数。

表1 DGM自编程二阶精度计算结果

Tab.1 Result of the DGM

	Ra
	Umax
	Wmax
	Nuaver
	Numax
	Numin

	1e3
	3.58907 
	3.63455 
	1.11655 
	1.50354 
	0.69195 

	1e4
	16.00300 
	19.26610 
	2.24217 
	3.52602 
	0.58410 

	1e5
	34.33320 
	67.44280 
	4.51847 
	7.70934 
	0.72700 

	1e6
	63.90860 
	216.07600 
	8.82664 
	17.53250 
	0.97853 


表2 Fluent二阶精度计算结果

Tab.2 Computation Result of the Fluent

	Ra
	Umax
	Wmax
	Nuaver
	Numax
	Numin

	1e3
	3.59175 
	3.63767 
	1.11587 
	1.52783 
	0.65754 

	1e4
	16.01669 
	19.25242 
	2.24718 
	3.55626 
	0.57567 

	1e5
	34.51204 
	67.66071 
	4.53492 
	7.75152 
	0.72034 

	1e6
	64.11520 
	216.89061 
	8.88188 
	17.64239 
	0.97096 


表3给出了二阶精度预处理间断有限有限元方法计算结果的误差分析；表4给出了商业软件有限体积方法基于密度采用预处理Roe格式，二阶重构计算结果的误差分析[9,10]。比较两者计算结果可得到：对封闭方腔内的自然对流，两种方法都能得到比较精确的速度分布及平均传热；而对于最大Nusselt数及最小Nusselt数的预测，间断有限元方法的效果总体优于Fluent预测结果。其原因可能为：间断有限元不仅直接求解平均值信息且求解了变量的梯度信息，而有限体积方法只直接求解平均值信息，而梯度信息是通过平均值来获取。
表3 间断有限元自编程二阶精度误差表
Tab.3 Error analysis The Results of Discontinuous Galerkin Method
	Ra
	Umax
	Wmax
	Nuaver
	Numax
	Numin

	1e3
	-1.64%
	-1.69%
	-0.13%
	-0.10%
	-0.01%

	1e4
	-1.08%
	-1.79%
	-0.04%
	-0.06%
	-0.32%

	1e5
	-1.14%
	-1.67%
	-0.01%
	-0.10%
	-0.27%

	1e6
	-1.12%
	-1.50%
	0.30%
	-2.19%
	-1.06%


表4 有限体积二阶迎风格式计算误差表
Tab.4 Error analysis The Results of By Finite Volume Method
	Ra
	Umax
	Wmax
	Nuaver
	Numax
	Numin

	1e3
	-1.57%
	-1.60%
	-0.19%
	1.52%
	-4.98%

	1e4
	-1.00%
	-1.86%
	0.19%
	0.80%
	-1.76%

	1e5
	-0.63%
	-1.35%
	0.35%
	0.45%
	-1.19%

	1e6
	-0.80%
	-1.13%
	0.93%
	-1.58%
	-1.82%


5 结论

在本文中使用预处理DGM求解分析不同Ra数下的封闭方腔内自然对流，其内流动Ma数非常低。计算结果表明，预处理DGM方法能有效地分析极低Ma数下的封闭方腔内自然对流。预处理DGM方法能较好的预测该算例情况下的热浮升力驱动问题的流动传热，尤其是对传热分布的预测有一定优势。
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