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摘要：本文对牛顿万有引力定律提出了一种非黎曼几何的相对论性修正，用以求解星系外侧天

体绕星系中心的运动轨迹以及宇宙中的暗物质问题。研究结果表明，星系外缘区域天体运行在

大尺度对数螺线轨道、而不是局域性的椭圆轨道上，从而导致了平坦的星系旋转曲线。这一相

对论天体动力学原理的发现揭示出星系为什么会自转太快，为什么会存在着超出牛顿理论预期

的额外引力。事实上这一额外的引力并非来自于假说中的暗物质，也并非如修正了的牛顿动力

学理论丨乍乏乎乄丩所断言那样，引力会在加速度极其微弱的区域违背牛顿理论，而是由于引力的

非超距作用即相对论效应能够产生更强的引力场所导致的结果。
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0 引言

牛顿的引力定律被假定为通过物体间的空间瞬时发生作用，而不论其间隔有多大，换言

之，引力效应必须以无限大的速度传递，这是与相对论的要求不协调的假说。事实上，在比太

阳系更大的宇宙距离上，几乎就没有直接证据表明牛顿引力理论的超距作用机制是正确的。即

使是牛顿本人，对其万有引力理论中暗含的超距作用理念也不认同，在给剑桥大学三一学院院

长理查·本特利（乒乩乣乨乡乲乤 乂乥乮乴乬乥乹）的信里，牛顿写到：

“· · · · · ·说引力是物质的一种先天的、内禀的、本质的东西，从而一个物体可以通过真空
对远处另一物体直接作用，可以不需要通过任何媒介，把它们的作用和力从一个物体传播到另

一个物体——这种说法对我来说是如此之荒谬，我相信凡是对哲学问题有一定思考能力的人，

都不会陷入这种荒谬· · · · · ·”——译文引自[1]。

把引力归结为一种场的观念认为，场具有有限的传播速度，因而可以不需要超距作用，另

外，通过场的参与，还能够维持能量和动量守恒定律不被破坏。根据狭义相对论理论，光速是

在洛伦兹变换下唯一保持不变的速度，因而，如果引力场以有限的速度传播，只可能是光速。

不过，由于引力作用的传播速度对诸如行星运动的局部现象影响甚微，因而超距作用机制的缺

陷在太阳系这样的局域范围内可以被漠视。然而，对于极为遥远的恒星绕星系中心的运动，必

然会由于引力的非超距作用表现得与绕太阳运行的行星所依循的牛顿轨道不同，天体运行的不

同模式也将呈现出不同的天文现象。

但是，迄今为止所有关于宇宙暗物质现象的讨论都是以这样的观念为基础，即牛顿引力理

论的超距作用形式即牛顿公式在大尺度上也是正确无误的，于是，为了能够解释观察到的暗物

质现象[2, 3]，人们很自然会想象出一些暗物质[4–7]来填补引力的空缺，或者试图通过拟合星系

自转曲线而直接修正牛顿的动力学公式，以获取更大的引力（乍乏乎乄）[8–15]。不过，根据近

期的天文观测结果，研究人员对所观测到的丱丵丳个不同星系自转曲线的分析表明[16]，星系中可

见物质的分布与星系中不同距离的恒星径向加速度之间的关系，有着很强的相关性，这种相

关性不受暗物质是否存在的影响。虽然这也是一种纯粹的经验关系，并没有理论根据，但对

于乍乏乎乄假说确实是强有力的支持。

本文将狭义相对论的基本精神推广到牛顿的引力和动力学理论中，并通过重新诠释爱因斯

坦等效原理，扩大了原有的理论，从而导出了新的增力方程式和星系引力透镜公式。这就使得

引力的作用在大尺度上比牛顿和爱因斯坦理论所描述的更强，并且随作用距离的增加衰减得更

慢，依此可求解没有暗物质的暗物质问题。

1 超距作用的牛顿引力

根据牛顿的引力定律和运动定律，绕太阳运行的行星所依循的是椭圆轨道，其轨道方程可

以通过求解行星运动微分方程来求得。令太阳的引力质量为M0，行星的引力质量为mG，则

由牛顿万有引力定律，太阳和行星之间的引力为

F 丨r丩 丽 −GM0mG

r2
, 丨丱丩
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式中，G为万有引力常数，r为太阳与行星之间的距离。

根据牛顿第二定律，即运动定律

F 丨r丩 丽 mI
d2r

dt2
丽 mI乿r, 丨串丩

其中，mI 为行星的惯性质量。采用平面极坐标系来解这样的两体有心力问题是很方便的。取

力心为极坐标的极点，由于太阳的质量M0 远大于行星的质量mG丬可以近似认为太阳的质心即

为极坐标的极点，于是，行星的运动微分方程为

mI丨乿r − r 也θ2丩 丽 F 丨r丩主

mIr
2 也θ 丽 L.

丨丳丩

式中，L 为行星绕日动量矩的量值。

为求解方便，令 µ 丽 丱/r，首先需要求出 µ和 θ的微分方程，于是有

也θ 丽
Lµ2

mI

主 丨临丩

也r 丽
dr

dt
丽
dr

dθ
· dθ
dt

丽
d

dθ
丨
丱

µ
丩
dθ

dt
丽 − 丱

µ2

dµ

dθ
也θ

丽 − L

mI

dµ

dθ
主

丨丵丩

乿r 丽
d 也r

dt
丽

d

dt
丨− L

mI

dµ

dθ
丩 丽

d

dθ
丨− L

mI

dµ

dθ
丩 也θ 丽 −L

2µ2

m2
I

d2µ

dθ2
. 丨丶丩

将丨临丩和丨丶丩代入丨丳丩，即可消去参数t，求得轨道微分方程

− L2µ2

mI

丨
d2µ

dθ2
丫 µ丩 丽 F 丨r丩. 丨丷丩

将式丨丱丩代入上式并令mG 丽 mI以及 J2 丽 L2/m2
I，得

丨
d2µ

dθ2
丫 µ丩 丽

GM0

J2
. 丨丸丩

如果不考虑其他行星的干扰（摄动）以及来自银河系中心的非均匀引力场，J被认为就是一个

近似的常量。解这个微分方程会得到一个椭圆，太阳位于该椭圆的一个焦点上。

2 狭义相对论框架下修正的牛顿引力

牛顿的万有引力定律公式丨丱丩的形式在严格意义上是静止条件下才成立的公式。当物体处

于运动状态时，由于引力的场属性缘故，原则上，无论物体的相对运动是高速还是低速，相对

论效应都会存在，这将导致一种范式的改变，对于大尺度的宇宙距离尤为明显。

当然，宇宙中的星系几乎都含有成百上千亿颗恒星，我们的问题是要用解析方法来解决一

个数量巨大的N体问题。一般说来，除了一些特殊情形，甚至普通三体问题都没有解析解，挑

中 丳 中
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战以上问题几乎是不可能的。但是，对于求解星系外缘的天体轨道，我们反而可以将其简化成

一个十分简单的模型。

设可考察的星系质量M0主要集中于星系内核区域，质心位于星系中心，如图丱丨乡丩所示。

如果在星系外缘距中心 r处有一个测试质点m，其引力质量为mG，一个测试质点的质量不会

对巨大星系的核心质量造成任何可观的影响，因此，这一巨大的简化使得M0与mG之间构成

两体有心力系统，当然可仿照上节，采用平面极坐标系来解这样的两体有心力问题。于是，测

试质点的运动微分方程亦为

0

M0 ϑ

r0

90o

mG

vn

vc
vt

r(ϑ) ϕ0

0

V
el
o
ci
ty

Distance

（A）

（B）

（乢）丨乡丩

r0

vc

图 丱为 大尺度下万有引力的非超距作用模型，星系外缘天体绕星系中心的运行轨道为对数螺线

而非椭圆，这就导致星系外侧天体的旋转速度比用牛顿引力定律公式计算出来的结果快。丨乡丩：

曲线上的测试质点mG沿对数螺线轨道由外向内运动，其中，vt为切向速度； vc为圆周速度；

vn为向心速度。丨乢丩：星系自转曲线，（乁）为经相对论修正后的牛顿值；（乂）为牛顿经典理论

预期的值。

mI丨乿r − r 也θ2丩 丽 F 丨r丩主

mIr
2 也θ 丽 mI r vc 丽 L,

丨丹丩

式中，L 为测试质点绕星系质心动量矩的量值；mI为测试质点的惯性质量；vc为测试质点相

对于星系中心运动速度的圆周分量。

测试质点围绕星系中心运动的向心力由M0对它的万有引力提供。在质心参考系中，根据

中 临 中
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牛顿力学的概念，有

G
M0mG

r2
丽 mI

v2c
r
. 丨丱丰丩

由于星系外部宇宙的大尺度均匀性，使得M0与测试质点mG构成的是一个纯净的两体系统，

因而我们的测试质点在围绕星系中心运动时可以保持严格的动量矩守恒，换言之，L是一个真

正的常数。这样的条件在行星绕日的局域系统内是不存在的，因为来自银河系中心巨大的非均

匀引力场，使得行星绕日系统并非是真正的两体系统，显然，行星绕日的动量矩L也并非是一

个真正的守恒量。

现在，利用式 丨丹丩的第二式，我们可以将式丨丱丰丩变换为

| F 丨r丩 |丽 G
M0mG

r2
丽 mI

v2c
r

丽
L2

mIr3
. 丨丱丱丩

将此式代入运动微分方程 丨丹丩的第一式，可得

mI丨乿r − r 也θ2丩 丽 − | F 丨r丩 |丽 −G
M0mG

r2
丽 − L2

mIr3
. 丨丱串丩

即

− L2µ2

mI

丨
d2µ

dθ2
丫 µ丩 丽 − | F 丨r丩 |丽 − L2

mIr3
丽 − L

2

mI

µ3. 丨丱丳丩

进一步，我们需要考虑如何运用相对论理论去修正静态引力的“库伦定律”、即 丨丱丩式的超

距作用形式。首先以这样的观念为出发，在图串丨乡丩中，从跟着测试质点m以圆周速度 vc绕M0

运动的观察者看来，如果引力场以光的速度传播，则观察到的M0并不是处于速度的垂直方

向O
′
，而是偏离了一个角度ϕ0，移动到了O处，有一个引力传播的光行差。犹如在无风的雨天

里，垂直降落的雨滴在一个向前奔跑者那里并不是丝毫不偏地竖直下落的，而是从前方倾斜落

下，似乎雨滴具有一个迎面的水平速度分量，跑得越快，倾斜得也就越厉害，同时雨滴的密度

也显得更高。引力光行差的成因与此相似，只不过还需要考虑相对论效应带来的修正。

在我们的问题中，由于m绕M0的准圆周运动性质，这种引力光行差效应是恒定的，现在

的关键问题是如何确定 vc与倾角ϕ0之间的关系。参考图串丨乢丩中的场景，这例子是简单的，设有

一个天顶方向的引力场E
′
，如果我们将场的强度与场线密度互相联系起来，则在场中静止的

观察者m看来，场线来自于天顶的垂直方向，且场强刚好为静场E
′
。但如果这观察者m以横向

速度vc在场中运动，则不仅场线看上去向前倾斜了一个角度，而且场线的密度也增加了，场强

由E
′
增强为E。这道理是因为场线以速率c垂直下来，而这观察者m以速率vc横向运动，当场线

下来时的竖直距离为ct时，m水平走过的距离为vt，容易看出，当m横向通过这些场线时，有

一个多普勒效应，因此场线的密度增加了一个压缩因子 丨丱 丫 vc/c丩。但这不是正确的增大倍数，

因为当我们假设水平距离为vt时，尚未考虑到运动的观察者得出的另一个距离。由于动体的相

对论“尺缩效应”，运动的观察者需要用“缩短”的尺子来度量这段距离，于是，牛顿引力场

的相对论修正因子似乎应该是

κ
′
丽

丱 丫 vc/c√
丱− v2c/c2

, 丨丱临丩

中 丵 中



乨乴乴买为丯丯乷乷乷丮买乡买乥乲丮乥乤乵丮乣乮

c

vc

m

R

r

(a) (b)

M0

OO′

ϕ0

ϕ0

v = vc

c

m

EE′

m

图 串为 丨乡丩相对论位移：以圆周速度 vc绕M0运动的观察者m看来，如果引力场以光的速度传

播，则观察到的M0并不是处于速度的垂直方向O
′
，而是偏离了一个角度ϕ0，移动到了O处。

丨乢丩引力光行差：对于横向运动的观察者，垂直的引力场源不仅会朝向前方倾斜，而且场线的

密度也将增加。

但这只是一个空间变换因子，在相对论的时空观念中，考虑对等的时间变换因子是必须的。由

于时间流的相对论性膨胀，还应该有一个与上式相同的相对论因子参与其中，于是，正确的相

对论修正因子应为

κ 丽 丨
丱 丫 vc/c√
丱− v2c/c2

丩2 丽
丱 丫 vc/c

丱− vc/c
丽

丱 丫 ξ

丱− ξ
, 丨丱丵丩

其中，ξ 丽 vc/c，展开后取一级近似

κ ≈ 丱 丫 串ξ 丫 串ξ2 丫 串ξ3 丫 ξ4 ≈ 丱 丫 串ξ主 丨丱丶丩

于是我们得到一个增力公式

| F 丨r丩 |丽 κG
M0mG

r2
≈ 丨丱 丫 串ξ丩G

M0mG

r2
丽 丨丱 丫 串ξ丩

L2

mIr3
. 丨丱丷丩

将此力F 丨r丩代入方程 丨丱丳丩后，可得

L2µ2

mI

丨
d2µ

dθ2
丫 µ丩 丽 丨丱 丫 串ξ丩

L2

mI

µ3. 丨丱丸丩

中 丶 中
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整理后得到一个齐次方程
d2µ

dθ2
− 串ξµ 丽 丰, 丨丱丹丩

此方程有解

µ 丽 c1e
−
√
2ξ θ, 丨串丰丩

由此，我们解得质点的轨道方程

r 丽
丱

µ
丽 r0e

√
2ξ θ, 丨r > r0丩主 丨串丱丩

其中，c1 及 r0 为常数。显然，这轨迹并非是椭圆而是一条螺线，由于变量 θ是由∞→ 丰，故

测试质点将会沿轨道 丨串丱丩自外向内运动。

如果一个星系的内部区域以 r0为界限，而星系的质量主要集中于 r 6 r0的星系内部区域，

那么，定义 r0为临界半径，当 r > r0时，随着距离的增加，质量M0已经是一个常数。对于这

样的自引力系统，动量矩L便是一个真正的守恒量，因此通过重新安排方程式 丨丱丰丩，可知下式

成立

vc 丽 G
M0mG

vcrmI

丽 G
M0mG

L
丽 constant 丨r > r0丩, 丨串串丩

即速度 vc是一个常数。这结果证明，在轨道方程 丨串丱丩中，ξ 丽 ξ0 丽 vc/c 丽常数，亦即远离星

系内核区域的测试质点的轨迹为对数螺线或称等角螺线，如图丱丨乡丩所示，轨道方程为

r 丽 r0e
√
2ξ0 θ 丨r > r0丩, 丨串丳丩

该对数螺线的倾角

ϕ0 丽 乴乡乮−1
√
串ξ0 丨串临丩

为一定值。运行在对数螺线轨道上的天体等效于在圆周轨道上运行，因此必然保持恒速，这就

是为什么会观察到平坦的星系自转曲线，对此，作者将在本文的第 丳章中另行给出几何上的证

明。以上结果原则上具有普适性，但由于宇宙中的星系质量分布情形不同，因而对于不同的星

系而言， r0和 vc必各有所异。图丱丨乢丩所示即为星系的自转曲线示意。

以上是我们根据狭义相对论原理修正的牛顿力学理论，它的结果除了能够预言一条平坦的

星系自转曲线外，理应需要被其他天文观测证实。现在，我们以银河系为例来验证理论预言的

正确与否，巧合的是，我们的太阳系几乎处于银河系的临界半径附近，即[17]

r0 ≈ 丸.串丹± 丰.丱丶kpc ≈ 串.丶× 丱丰17km主 丨串丵丩

太阳绕银心的圆周速度为

vc ≈ 串丳丹± 丵kms−1. 丨串丶丩

将此值以及光速值 c 丽 丳 × 丱丰8ms−1代入公式 丨串临丩中，可预计银河系外缘天体绕银心的轨道倾

角为

ϕ0 丽 乴乡乮−1
√
串ξ0 丽 乴乡乮−1

√
串vc
c
≈ 串.串丹0主 丨串丷丩

中 丷 中
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根据这个倾角的理论值，可以预期太阳朝向银心的向心速度 vn为

vn 丽 vc × 乴乡乮ϕ0 ≈ 丹.丵丶kms−1, 丨串丸丩

天文观测证实，太阳轨道确实存在朝向银心的速度分量[18]

vn ≈ 丱丰± 丰.丳丶kms−1, 丨串丹丩

据此推测，以太阳系距离银心的半径 r0为界，银河系外缘天体绕银心的轨道倾角均应为此值。

根据本文的理论，图丳给出了与观测相一致的银河系自转曲线，并不需要暗物质来帮忙。

必须特别指明，由式 丨串丷丩给出的是太阳系以及太阳系以远的天体绕银河系中心的轨道倾

角，并非是银河系悬臂的表观倾角，银河系各悬臂的表观曲线也并非是恒星的运动轨迹。有观

测数据表明，太阳系所在的局部悬臂倾角为 丱丰.丱0 ± 串.丷0[19]。虽然银河系各悬臂也有着近似于

对数螺线的形状，但其成因至今依然不清楚，期望本文能对这一问题的研究有所启发。

o

vc丨×串丳丰kms−1丩

r丨×丱丰Kpc丩
丱 串 丳 临 丵

丰丮串

丰丮临

丰丮丶

丰丮丸

丱丮丰

Distance

V
el
o
ci
ty

r0

Sun

图 丳为 银河系的自转曲线为 实线为与观测相符合的经相对论修正后的牛顿值；虚线为牛顿经典

理论预期的值。

3 等角螺线轨迹的几何意义

以上我们通过引力传播的光行差效应来修正牛顿引力理论，使其符合相对论原理，从而解

释了宇宙中的暗物质问题。这些有关引力问题的结果，如果以几何的角度观察，则更为直观了

然。

根据牛顿力学，粒子在球对称引力场中的运动轨道可以是圆形的，但是形成圆形轨道的

初始条件十分特殊，当且仅当粒子的速度与半径垂直、且满足等式丨丱丰丩的条件时，才可能有圆

形轨道出现，如图临丨乡丩中的圆形轨道S。但是圆轨道不稳定，根据以上的证明，引力传播的光

中 丸 中
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行差效应，使得粒子运行的圆轨道演变成等角螺线丨对数螺线丩轨道，这是粒子运动微分方程

的解。几何上，这相当于这样一个命题，如图临丨乡丩所示，当测试粒子沿牛顿圆轨道S通过观察

点N的瞬间，引力场的中心由曲线 I上对应点乎的曲率圆心O
′
沿着极轴移前至极点O的位置，

而O相对于沿轨道I上的运动粒子永远是一个不动点，即极点，似乎点O才是M0的质心，如

果曲线 I为等角螺线则命题成立。证明如下：

ϕ0

β

β

00′

I

II
Tσ

TI

P

N

R

r

0
0′

I

I
′

σ

ϕ0

(a) (b)

TI
TII

S

图 临为 等角螺线轨道形成的几何解释： 丨乡丩由于相对论光行差效应，运动质点绕质心或是星系外

缘天体绕星系中心运行轨迹的曲率中心发生位移，例如轨道上乎点的曲率中心丨引力中心丩由 丰
′

偏移至 丰，因此等角螺线轨道 I得以形成。丨乢丩等角螺线轨道 I是这样一系列内切圆的包络，这

些内切圆圆心的轨道σ也形成等角螺线， I和σ互为渐伸线和渐屈线。

设曲线 I的方程为等角螺线丨串丳丩，对其求导数得 dr/dθ 丽 r
′

θ 丽
√
串ξ0 · r 主 dr2/dθ2 丽 r

′′

θ 丽

串ξ0r，把它们代入曲率半径的公式，可求得图临丨乡丩中曲线 I上N点的曲率半径为

R 丽
丨r2 丫 r

′2
θ 丩

3
2

r2 丫 串r
′2
θ − rr

′′2
θ

丽 r
√
丱 丫 串ξ0, 丨丳丰丩

而
√
串ξ0 丽 乴乡乮ϕ0 丽

OO′

ON
，于是，曲率半径R可以写成

R 丽
r

乣乯乳ϕ0

, 丨丳丱丩

这正是极法线长O′N，这就证明了曲线 I上对应N点的曲率中心为O
′
时，极点必为O。又因

为 ξ0 丽 vc/c；ϕ0 丽 乴乡乮−1
√
串ξ0，所以这结果也证明了，由于测试粒子的运动，引力传播的光

中 丹 中
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行差效应造成引力源的方向似乎向前方偏转了一个角度ϕ0，这相当于引力中心产生等效位移。

比较曲率圆S的半径R和圆 II的半径 r，有R > r，但M0的值没变，这意味着引力的相对论

光行差位移产生了增力效应，即

F 丨r丩

F 丨R丩
丽
R2

r2
丽 丨

丱

乣乯乳ϕ0

丩2 丽 丱 丫 串ξ0, 丨丳串丩

此即为增力公式 丨丱丷丩的几何意义，特别是在星系尺度下，这样的位移和增力效应改变了恒星

的轨道模式。可见，由几何方法也可以证明，引力的光行差位移是这些天体等角螺线轨道的成

因。此结论还可以解读为，运行在等角螺线轨道上的粒子始终等效于在圆轨道上运行，只不过

这些圆形轨道的曲率中心在光滑连续地改变着，而运行在圆轨道上的粒子可保持匀速运动。

接下来我们考察平面等角螺线与本文论题相关的一些性质，这些都是已知的数学定理，不

需要再另行给出证明。

i丩任一经过极点的直线切割等角螺线所形成的夹角相等，而且，等角螺线是唯一具有该性

质的曲线。如图丱丨乡丩或图临丨乡丩所示，这夹角可用β或倾角ϕ0表示，这一性质使得等角螺线与圆

密切相关丨圆的这些夹角β 丽 丹丰0、倾角ϕ0 丽 丰丩，例如在等角螺线方程式 丨串丳丩中，若
√
串ξ0 丽 丰，

则有ϕ0 丽 乴乡乮−1
√
串ξ0 丽 丰，等角螺线 I退化为图临丨乡丩中虚线所示的圆 II；并且，圆 II将与圆S

重合。因圆S是由牛顿等式 丨丱丰丩所确定的圆轨道，因而可称其为“牛顿圆”，而圆 II是相对论

光行差的局域效应，故称其为“爱因斯坦圆”。

ii丩等角螺线是一系列半径诸点变化的曲率圆（密切圆）族的包络线，我们称这些密切圆为

“牛顿圆族”，如图临丨乢丩所示。这些曲率圆的圆心形成的轨迹——渐屈线也是具有相同方程的等

角螺线，不同的是绕极点回转了一个角度，原等角螺线即为这一渐屈线的渐伸线。曲线 I和曲

线σ的对应切线TI与Tσ互相垂直，这样一来，渐屈线σ便成为渐伸线 I法线族的包络线。在

星系自转曲线的问题中，等角螺线的这一性质使得我们可以这样推断，星系质心的轨迹不是固

定的，而是与星系外缘天体轨迹有着相同方程的等角螺线，是星系外缘天体轨迹的渐屈线。

iii丩同一条等角螺线渐屈线可有无数条相同的等角螺线渐伸线。如图临丨乢丩中，渐屈线σ可

有无数条相同方程的等角螺线渐伸线 I、I
′ · · ·。这一性质表明，如果星系质心的轨迹是等角螺

线，那么，星系外缘任何一个天体都存在一个相对应的质心，而这些质心都在这渐屈线上。相

应的，所有的外缘天体必然都以等速沿等角螺线轨道运行，可以构成无数条渐伸线轨道，而这

些轨道的方程都相同，因此，呈现出的是平直的自转曲线。

iv丩等角螺线上的动点到极点的弧长为有限值，但转过的圈数却是无限的。曲线绕极点旋

转无数次，无限地接近它，但终不能达到。如图临丨乡丩所示，由N点出发的质点沿等角螺线运行

至极点的路径长度，等于曲线在N点切线与极轴的交点P的线长NP，但需要转行无限多圈。

对应星系模型，向内旋进的物质只能在无限的周期和时间之后到达那里，这意味着任何物质永

远不可能到达那里，只是旋转着越来越接近这一极限点，奇点处不可能有内容物—黑洞内是空

的。

v丩极点对于曲线永远是一个空的不动点。这个性质相当于这样一个命题，当图临丨乡丩所示的

曲线 I无滑动地沿着直线NP滚动时，极点描出的是一条直线。这是理想惯性空间中自由质点

的轨迹，如果浩瀚的宇宙能够用这样的惯性空间来描述，则其中充满了以星系为基本单元的成

中 丱丰 中
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员。

显然，如图临丨乡丩所示，等角螺线上的动点、譬如N 点，在该点足够小的邻域，“爱因斯坦

圆”II是等角螺线 I 的极限近似；且当动点处于弱场低速条件时，等角螺线 I和“爱因斯坦

圆”II都以“牛顿圆”S为极限近似。

4 等效原理的破坏

考察图丱丨a丩中质点的轨道速度特性，因为向心速度是一个常量，数学上，似乎质点的运行

轨迹应该是阿基米德螺线、或称等速螺线才正确。其实不然，在物理上，运动着的质点不仅仅

是一个数学点，还必须遵守角动量守恒定律，这就使得运动轨迹只能是对数螺线。

基于角动量守恒定律以及以上的结果，对于图丱丨a丩中的运动质点，我们可以得出一个有趣

的推论：

mI r 丽
L

vc
丽 constant, 丨r > r0丩, 丨丳丳丩

这意味着以下的定律成立

mI ∝
丱

r
, 丨r > r0丩主 丨丳临丩

此外，还可以由对数螺线轨道的特征得到同样的结果：令S为对数螺线丨串丳丩上的弧长，我们有

ds2 丽 dr2 丫 丨rdθ丩2主

dr 丽
√
串ξ0 rdθ主

dθ

dt
丽

L

r2mI

,

于是，可以得到以下的方程

ds2 丽 dr2 丫 丨rdθ丩2 丽 丨串ξ0 丫 丱丩r2dθ2主

ds

dθ
丽

√
丨串ξ0 丫 丱丩 r,

因为

vt 丽
ds

dt
丽

L

mIr

√
串ξ0 丫 丱 丽 constant, 丨丳丵丩

故此

mI 丽
L

vt r

√
串ξ0 丫 丱 ∝

丱

r
, 丨r > r0丩, 丨丳丶丩

看得出来，这也是质点必须走对数螺线轨道的物理原因。

质点的对数螺线轨道以临界半径 r0为界，这就是星系平坦自转曲线的转折点，在此临界半

径处有mI 丽 mG，于是，根据角动量守恒定律，应有

mIvcr 丽 mGvcr0, 丨r > r0丩, 丨丳丷丩

这样，我们便可以得到星系引力场中运动质点的惯性随引力势（这里表示为距离）“跑动”的

表达式

mI 丽 mG
r0
r
主 丨丳丸丩

中 丱丱 中
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对我们银河系而言，巧合的是，太阳恰好处在这样的临界半径区域，也就是银河系自转曲线的

转折点附近[17]，即银河系的r0 ≈ 丸.串丹± 丰.丱丶kpc ≈ 串.丶× 丱丰17km主 vc ≈ 串丳丹± 丵kms−1。

实际上，由于历史的原因，人们根据伽利略实验的结果，定义在地球上 mI/mG 丽 丱 丬 因

此才有了国际单位制中 G ≈ 丶.丶丷× 丱丰−11N ·m2 · kg−2这样一个测量值。不过，对于银河系而
言，质点的 mI/mG 丽 丱一经在 r0处被定义，则仅对于地球上或银河系的质心系观察者才是绝

对的，虽然任何一个不同位置的观察者都会在自己的局部惯性系中观测到等效原理成立，而在

地球上的观察者或星系的质心系观察者看来，在其他位置上，理应有式丨丳丸丩成立。这是因为星

系的巨大质量造成的非均匀场、或者说时空曲率是绝对的，不因参考系或者坐标系的改变而有

所变化，也不可能通过坐标变换而被消除。

5 等效原理的局域性

方程式丨丳丸丩表达的是在星系尺度上质点惯性的变化规律。我们现在考察在太阳系这样的局

部范围内，运动质点的惯性如何变化。如果将轨道方程丨串丳丩用于太阳系，则会误认为行星的轨

道也是对数螺线，这意味着太阳系的不稳定。进一步地，方程式丨丳丸丩亦会导致违背等效原理的

巨大偏差，这肯定不符合太阳系内的观测事实。

实际上，由于太阳系范围要远远小于星系尺度，因而mI/mG的跑动在太阳系这样的局部

范围内将会很微弱。理论上，沿着银河系盘面的径向将出现最大的跑动量。取式丨丳丸丩对r的微

分可得

4mI 丽 −
mGr0
r2
· 4r, 丨丳丹丩

惯性的相对变化率为
4mI

mG

丽 −r0
r2
· 4r, 丨临丰丩

在足够小的空间范围内，4r ≈ 丰，因此必有4mI ≈ 丰 即 mI ≈ mG，二者仅在同一点上

严格等效，因此有所谓局部性等效原理。这结果意味着，类似于厄缶类型的等效原理检验

方法几乎不能分辨 mI 与mG的背离，因而是徒劳的。在扩大实验范围的条件下，例如，考

察地月范围的落体实验，取 r 丽 r0 ≈ 串.丶 × 丱丰17km为太阳系至银心的距离，地月距离约

为| 4 r| ≈ 临 × 丱丰5km丬 代入方程丨临丰丩，这结果也微弱得很难察觉：惯性质量的相对变化率即背

离等效原理的量值为 | 4mI/mG| ≈ 丱丰−12。

实际上，mI/mG的变动在太阳系这样的局部范围内将会更为复杂，图丱所示的两体模型

不再适用。一个典型的例子是先锋号飞船的引力异常现象。当先锋中丱丰和先锋中丱丱号飞离地球

约 串丰 ∼ 丷丰个天文单位时，发现异常的多普勒频移，这可以解释成一个牛顿引力之外的、数值

为 丨丸.丷临 ± 丱.丳丳丩 × 丱丰−10乭 · 乳−2指向太阳的固定加速度，使得飞船因此而减慢[20]，结果是偏离

了设计轨道。迄今为止，导致这现象的原因依然不明朗，以至于成为当今最吸引人的天文物理

谜团之一。

先锋号飞船的引力异常问题呈现了与暗物质现象相同的规律，我们根据惯性的相对性原理

解释了这一怪异的问题[21]，所得结果与美国宇航局（乎乁乓乁）喷气推进实验室的数据相符合。

中 丱串 中
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这一结果从根本上排除了其他可能解释这一异常现象的假设，包括诸如推进剂泄漏、热反冲力

效应以及暗物质作用等猜测。

以上的分析结果表明，对于太阳系这样的局部范围，有 丁mI ≈ 丰及 mI ≈ mG，故而有

理由将mI 和mG 在等式丨丱丰丩两边消去，这便导致等式丨串串丩不再成立，行星绕日的旋转曲线也

将呈现图丱丨b丩中牛顿经典理论在局域范围的预期值（乂）。

6 星系引力透镜的增强效应

6.1 星系的质量

既然星系的可观测质量M0主要集中于 r 6 r0的星系内部区域，那么，当 r > r0时，随着

距离的增加，质量M0不再增加。这就使得我们得以不计距离增加与否，仅通过测量星系外缘

任何一个天体的圆周速度 vc来确定该星系的总质量，即

M0 丽
r0
G
v2c , 丨临丱丩

结果可以不需要考虑任何暗物质的存在。一个典型的例子就是我们的银河系，若取r0 丽 r� ≈
丸.串丹± 丰.丱丶kpc ≈ 串.丶× 丱丰17km主 vc 丽 v� ≈ 串丳丹± 丵kms−1，代入丨临丱丩，就可以确定银河系的总质

量M0 ≈ 串.串× 丱丰41kg ≈ 丱.丱× 丱丰11M�，其中，M� ≈ 串.丰× 丱丰30kg为太阳质量。

6.2 星系外缘天体的螺线轨道倾角和向心速度

由公式丨串临丩和丨临丱丩，可导出星系外缘天体的对数螺线轨道倾角与星系质量的关系为

ϕ0 丽 乴乡乮−1
√
串ξ0 丽 乴乡乮−1

√
串vc
c

丽 乴乡乮−1乛
临GM0

r0c2
九1/4, 丨临串丩

其中

ξ0 丽
vc
c

丽

√
GM0

r0c2
主 丨临丳丩

因此，沿这些对数螺线轨道运行的天体有着共同的向心速度

vn 丽 vc × 乴乡乮ϕ0, 丨临临丩

这速度也是一个常数，与这些天体的轨道半径无关。

6.3 光线在引力场作用下的偏折

根据爱因斯坦等效原理，来自远方恒星的光线经过太阳附近时会由于太阳引力场的作用而

弯折。这是一种由物体质量引起的光线偏折效应，虽然与普通光学透镜的物理原理完全不同，

但也是某种真实意义上的透镜行为，因此被称为爱因斯坦引力透镜效应。由广义相对论理论给

出的大质量天体引起的光线偏折角为

δϕ 丽
临GM

rc2
, 丨临丵丩

中 丱丳 中
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公式中，G为牛顿万有引力常数；M为天体的质量；r为碰撞参数；c是光速。显然，在爱因

斯坦公式中，光线的偏转角度与物体的质量成正比；与碰撞参数成反比，即光线的入射路径离

天体越近偏转角度越大。爱因斯坦透镜公式丨临丵丩的意义见图丵丨乡丩。

爱因斯坦根据公式丨临丵丩预言了太阳的引力场造成的星光偏折角度

δϕ 丽
临GM�
R�c2

≈ 丱.丷丵
′′
, 丨临丶丩

其中，r 丽 R� ≈ 丶.丹丶× 丱丰5km为太阳半径；M 丽 M� ≈ 丱.丹丹× 丱丰30kg为太阳质量。这一理论

预言最初由爱丁顿团队于丱丹丱丹年丵月通过天文观测所证实[22]。图丵丨乢丩为星光掠过太阳周边时的

偏转角度相对于碰撞参数的关系。

M

r

至观察者

来自于光源

δϕ

0

δ
ϕ
/
a
r
c
s
e
c

（乢）丨乡丩

r/R�

1 3 5 7

0.6

1.2

1.8

o

图 丵为 爱因斯坦引力透镜为 丨乡丩 光线经过恒星引力场时的路径 丨乢丩 爱因斯坦值

6.4 星系规模的引力透镜效应

如果引力场的作用包括了本文所涉及的相对论修正，这会对光线的偏折产生何种可观的影

响？根据本文第丳章的讨论结果，一个孤立星系外缘的全部天体都将运行在同样方程的对数螺

线轨道上。取处于临界半径的轨道 I和任意的另一根轨道 I
′
，见图临丨乡丩，这些轨道都具有相同

的常数倾角ϕ0，这使得所有在这些轨道上运行的天体都有着相同的向心速度 vn，与轨道半径

无关（另见本文丶丮串节）。

虽然根据本文第临章和第丵章的结论，运行在不同轨道 I和 I
′
上的自由粒子或天体，其惯性

质量与引力质量的比值并不相同（局域性等效原理的破坏），但是在轨道 I或 I
′
上的任何一个

足够小的局部区域内，不仅伽利略等效原理必然成立，而且爱因斯坦等效原理也成立。因此，

如图丶丨乡丩所示，当光子掠过星系引力场时，其行为与普通质点或天体的唯一不同就是以光速在

中 丱临 中
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向前运动，即 vc 丽 c，而这些光子的向心加速度以至于向心速度 vn与普通质点或天体是相同的

（参考爱因斯坦电梯模型）。于是，根据丨临串丩和丨临临丩，我们便可以推导出星系规模的引力效应导

致的光线偏转角，即

δϕ0 ≈ 乴乡乮 δϕ0 丽
vn
c

丽
vc
c
× 乴乡乮ϕ0 丽

√
串丨
GM0

r0c2
丩3/4, 丨临丷丩

上式中，M0为星系临界半径 r0区域内所包围的可观测质量。星系规模的透镜公式丨临丷丩的意义

见图丶丨乡丩。

星系引力透镜公式丨临丷丩所给出的光线偏转角度明显大于恒星透镜的爱因斯坦值丨临丵丩。此外，

由于 r0和M0对于一个星系而言都是定值，因而光线偏转角度 δϕ0相对于碰撞参数的关系是一

条平坦的直线，并不随碰撞参数的增大而减小，其规律恰与所观察到的平坦星系自转曲线相一

致，似乎在星系外缘存在着巨量的且分布均匀的暗物质晕。

M0
r0

至观察者

ϕ0

0

δ
ϕ

0
/
a
r
c
s
e
c

（乢）丨乡丩

r/r0

1 3 5

2

4

6

ϕ0

0

vn

vn vc

c

c

vc

δϕ0

δϕ0

I

I
′

来自于远方的星光
8

图 丶为 孤立星系的引力透镜效应为 丨乡丩 基于相对论天体动力学效应的星系引力透镜模型 丨乢丩银河

系的光线偏折值相对于碰撞参数的关系

以银河系为例，带入参数 r0 ≈ 丸.串丹 ± 丰.丱丶kpc ≈ 串.丶 × 丱丰17km主 M0 ≈ 丱.丱 × 丱丰11M� ≈
串.串× 丱丰41kg，可得银河系的引力透镜效应造成的光线偏转角度为

δϕ0 ≈ 乴乡乮 δϕ0 丽
√
串丨
GM0

r0c2
丩3/4 ≈ 丶.丵

′′
, 丨临丸丩

这个偏转角度 δϕ0相对于碰撞参数的关系见图丶丨乢丩。
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7 结论

人们普遍认为，相对论理论只是应用于极强引力场或动体以接近光速运动条件下的理论，

似乎在我们通常所见到的现象中，并无法直接感受到相对论效应。其实不然，相对性运动原理

结合爱因斯坦等效原理应用于引力场中的动体，能够产生额外的引力，与星系所产生的牛顿引

力结合作用于星系外缘天体上，这样的附加“加速”效应导致了平坦的星系自转曲线。整个论

述不需要任何超出物理学基本原理的假定，导致的运动规律也和引力场的强弱及动体的速度

大小无关，理论预言与天文观测结果的一致性，表明这是对宇宙暗物质现象的一个最简单的解

释。

数学上，附加的引力使得牛顿运动微分方程的解有了本质上的改变：宇宙距离上的大尺度

对数螺线替代了局部范围内的椭圆。但这一结论来自于自引力相互作用条件下纯净的两体系

统，星系外缘以外的宇宙具有大尺度的均匀性，因而具备这样的条件。在太阳系这样的局部区

域，来自银河系中心的巨大非均匀引力场，使得太阳与行星之间构不成这样理想的两体系统，

行星绕日的动量矩就不是一个真正的守恒量，公式 丨串串丩不成立，轨迹也就不可能是对数螺线。

以上结果所根据的一个重要的物理观念是爱因斯坦等效原理，因此对我们的测试粒子而

言，在一个局部惯性系中，必有mG 丽 mI，虽然这两种质量在概念上是截然不同的。现在似

乎出现了新的问题：根据本文的理论，必将导致这样的一个推论，在大尺度的宇宙距离上，为

了保证动量矩守恒，等效原理将被违反，也就是说，物体的惯性质量与引力质量的等值性关联

被切断了。引力质量如同电荷，有其洛伦兹不变性[23]，而引力场中的惯性质量出现了跑动现

象。虽然我们早就知道，惯性质量是观者相关的物理量，并非是洛伦兹不变量，本文的结果进

一步表明，物体的惯性质量亦是引力场的函数，同引力势有关，因为引力势的能量也应该在惯

性质量上有所表现。在我们的问题中，测试质点沿对数螺线轨道向内运动的过程必然伴随着引

力能的释放，而这些释放了的引力能为测试质点增加了惯性：测试质点吸收的引力能一定增加

了该质点的动能，因为质点的速度没变，惯性质量的增加是解释其动能增加的唯一途径。这当

然符合马赫关于惯性的原理：当有质量物体在其附近时，物体的惯性必然增大。

虽然等效原理能否被违反，至今依然是一个有争议的问题，但在广义相对论中，这一原理

仅在空间足够小的局部区域内才成立，如果所考察的空间大于这样的“伽利略区域”，将出现

一种违背等效原理的“测地偏离”现象，这正是时空弯曲的结果，并不与广义相对论的原则相

违背。物理上，引力场的非均匀性是等效原理被破坏的根源，潮汐现象就是一种典型的表现。

因此在星系尺度上，除非处于均匀引力场中，否则大尺度潮汐引力的作用结果，将使等效原理

不再成立。

本文推导出星系引力透镜效应的新公式。该公式表明，在星系可见质量的外缘，光线在星

系引力场中的偏折角度是一个常数，与碰撞参数无关，其规律恰好与平直的星系速度旋转曲线

相符合，这就造成一种假象，似乎有某种分布均匀但看不见的暗物质晕环绕在星系外围。

此外，本文所涉及的相对论天体动力学及宇宙暗物质问题并非是孤立的理论和问题，后续

的推论还能够导致一些更有趣的结果[24–26]。特别地，本文仅讨论了引力光行差的一级增力效

应，其二级增力效应将导致观测到的宇宙学红移，这和宇宙膨胀和暗能量的假设没有关系，详

细内容可参见文献[25]。
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