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误差分布单峰分布对应的质量控制
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摘要：误差分布和单峰分布都与质量控制紧密相关，质量控制的质量数据最终归结到对产品质量指标要求的误差控制。质量数据的实际分布则由单峰分布来精确描述。质量控制统计对象不同，所属误差的类别也不同，形成的实际分布形态不一，位置特征值和离散特征值各异，采用的控制方法必然不同。基于此，细分质量数据的统计对象，剖析不同误差类别分布的位置特征参数和离散特征参数，以对应的参数为依据建立不同类别误差分布的数学模型来针对不同质量控制以反映统计对象质量指标本质的数字特征。应用单峰分布精确描述实际的质量数据分布揭示质量指标波动的分布规律。目的是：为改进和创新统计技术和方法建立理论基础，为准确地判定产品真实的质量状况，提高质量管理水平奠定理论根据。
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Quality Control Corresponding to Single Peak Distribution of Error Distribution
KONG Jianxin
(Riztec Research Institute, Zhongshan City, Guangdong Province)
Abstract: Error distribution and single peak distribution are closely related to quality control. The data of quality control is ultimately attributed to the error control of product quality indicators, its actual distribution is precisely described by the single peak distribution. The statistical objects of quality control are different, the types of errors are different, the actual distribution forms are different, the characteristic values of location and discrete are different, so that the control methods used are necessarily different. Based on this, it is necessary to subdivide the statistical objects of quality data, to analyze the position characteristic parameters and discrete characteristic parameters of different error categories, and to establish the mathematical models of different error categories according to the corresponding parameters to reflect the digital characteristics of the quality indexes of statistical objects for different quality control. The single peak distribution is used to describe the actual quality data distribution accurately and reveal the distribution law of quality index fluctuation. The purpose of this papper is to establish the theoretical basis for improving and innovating statistical techniques and methods, to accurately determine the true quality status of products, and to improve the quality management level.
Key words: Error distribution; Single peak distribution；Quality control; Characteristic Value of Location; Characteristic Value of Discrete
0 引言
误差分布应用最为普遍的是在质量管理过程的实践中。质量管理进行的质量控制其中最为重要的质量数据最终是要归结到对生产过程质量指标的误差控制。“质量数据是指能够客观地反映质量事实的资料和数字等信息，包括与产品、过程及质量管理体系有关的数据，以及监视和测量的结果等。[1]”“数据是开展质量管理活动的基础资料，没有数据，质量管理就成了无源之水、无本之木。质量水平通过数据来体现，质量变异需要用数据来描述。[2]”“质量变异并非无规律可循，质量数据总是在一定范围内变化，数据的集中性和离散性是表征数据变异最典型的两个数字特征。[2]”表达数据分布的数学模型也必须依据集中性和离散性这两类性质的参数，这两类参数在数据分布中分别称为：位置特征参数和离散特征参数。它们不仅对于质量控制来说是最为重要的参数，还决定数据分布数学模型的分布形态。然而，这样极为重要的参数却被局限于平均值和“标准差”中，造成统计分析、统计预测、统计推断、统计技术和方法在实际应用中的明显误导。由此造成实际与数据结果不相符合的矛盾。 

其根本原因是：对集中性和离散性两类性质的参数缺乏深层次的认识，受传统惯性思维的影响一概地将平均值和“标准差”强加到完全不适合的统计对象中，致使误差分布所属的细分类别与质量控制所属的细分类别极不相匹配。这是造成统计结果出现误导的根本原因。
重要的原因还在于：高斯导出的估计误差分布认为平均值就是x的估计值是造成统计对象和数学模型两方面局限性的历史根源。高斯分布两百年来的应用已经遍布所有的统计领域。统计对象的局限性自然被突破，而数学模型的局限性则人为地固守着常规难以改变。“纵观古今，人类对于对称思想的追求在一定程度上为科学研究指明了方向，对称思想和方法，不仅在数学中具有重要的理论价值和实践价值，而且在其他领域也具有广泛而重要的应用价值。正如德国数学家外尔(C.H.H.Weyl，1885-1955)所说：对称是一种思想，通过它，我们毕生追求，并创造次序、美丽和完善……[3]”可见“一定程度”并非指所有。由于“数据不会完全符合正态分布，所以所有的这些都是近似值。统计学里有一个普遍的说法：所有的模型都是错的，但是有些却是有用的。另一方面，如果你的数据与你的模型假设有很大的偏差，那么这个模型就会崩溃，就会得到没用的结果。没有通用的黑白分明的程序来决定你的数据是否正态分布，所以在某些时候你必须介入并应用你的判断。[4]”用一个看似完美的正态分布去拟合一个不对称的数据分布模型必然崩溃。然而真实反映数据分布的数学模型则是最有效的。达到统计误差尽可能的小，必须对正态分布进行重新认识和重新定义。

基于此，根据前期的研究成果，将集中性和离散性两类性质的参数进行必要的扩展，同时将误差分布所属三种具体误差的不同特征引入到质量控制中。根据质量控制细分的不同控制的统计对象的特征表象来分别阐述不同本质的数字特征和分布规律。从追溯形成惯性思维产生的根源，剖析不同误差形成的根本成因，以质量控制具体统计对象本质的数字特征建立不同误差分布的数学模型，同时将随机变量数据实际分布的数学模型来揭示质量指标波动的分布规律。为创新质量统计技术和方法奠定新的理论根据。从而满足有效进行质量控制，准确判定产品质量等级，提高质量管理水平诸方面的迫切需要。

1 误差分布的类别及参数与对应的质量控制
在质量管理的实践中质量控制具体是针对产品的质量数据进行误差的控制。“误差：测量值与被测量的真值之间的差，误差 = 测量值 - 真值。在现实生活中，真值很难得到，一般用约定真值来代替。”[5]这样的误差需要应用平均值(mean value 符号记为：mv)来估计这个约定的真值。由平均值与检测值形成的误差称为：估计误差(Estimation error 符号记为：εe)，此时：估计误差 = 测量值 - 平均值。测量值x与平均值mv之差，数学表达式为：x - mv = εe 。由估计误差的质量数据形成的分布称为：估计误差分布(estimation error distribution)，它仅仅只是误差其中的一种。在统计实践中更多的还有其它的两种：标准误差(standard error符号记为：εs )，原点误差(origin error 符号记为：ε0 )。由标准误差的质量数据形成的分布称为：标准误差分布(standard error distribution)。由原点误差的质量数据形成的分布称为：原点误差分布(origin error distribution)。
显而易见，不同类别的产品在质量控制中需要控制的误差类别是完全不同的。估计误差针对单侧控制的统计对象；标准误差针对双侧控制的统计对象；原点误差针对多侧控制的统计对象。相应的误差分布包括：估计误差分布、标准误差分布、原点误差分布。所述不同的三种分布属于理论分布的范畴，它们分别反映不同统计对象本质的数字特征。所述误差分布必然涉及到集中性和离散性两类性质的参数，即：位置特征参数和离散特征参数。但是传统的概念仅仅是指：平均值、“方差”和“方差”的平方根。而不同的误差分布其集中性和离散性两类性质的参数各异。所以需要分别对集中性和离散性两类性质的参数重新设置定义域和术语称谓。在误差分布中集中性参数的定义域和术语称谓包括：平均值、标准值、零点值。离散性参数的定义域和术语称谓包括：平均方差、平均偏差，标准方差、标准偏差，零点方差、零点偏差。在此需要重新定义方差和偏差，将质量数据来源于检测或测量的随机变量与之对应的不同统计对象的集中性参数的位置特征值的离差平方和平均的离散值定义为：方差。将方差的平方根定义为：偏差。由此在误差分布中的方差特指：平均方差、标准方差、零点方差；偏差特指：平均偏差，标准偏差，零点偏差。

1.1  不同误差分布对应不同质量控制统计对象的参数及特征
误差分为估计误差、标准误差、原点误差。见图1 所示。
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图1  误差特征及对应分布的参数与数学模型

Fig. 1 error characteristics and corresponding distribution parameters and mathematical models
     以上图1所示，估计误差针对单侧控制的统计对象，控制特征是：点控制；标准误差针对双侧控制的统计对象，控制特征是：线控制。原点误差针对多侧控制的统计对象，控制特征是：面控制。可见，不同的控制方式对应不同的统计对象适用于不同的误差。显而易见：不同的误差与误差分布针对质量控制的统计对象是完全不同的。且对应点、线、面的控制范围截然不同。不同的误差分布将不同的质量控制的本质的数字特征清晰地进行了严格的科学划分及区别。区别详见以下表1。

表1  误差分类描述与表达式对应表
Table 1 Error classification description and expression corresponding table
	序号
	术语和符号
	描述
	数学表达式
	统计对象
	特征

	1
	估计误差εe
	检测值减平均值
	εe= x - mv
	单侧控制
	点控制


	2
	标准误差εs
	测量值减标准值
	εs = x - sv
	双侧控制
	线控制

	3
	原点误差ε0
	测量值减零点值
	ε0 = x – 0 = x
	多侧控制
	面控制


     估计误差分布针对单侧控制的统计对象。其位置特征参数是：平均值mv；离散特征参数是：平均方差σm2、平均偏差σm。数学模型为：(1-3)式。
标准误差分布针对双侧控制的统计对象。其位置特征参数是：标准值sv ；离散特征参数是：标准方差σs2 、标准偏差σs。数学模型为：(1-6)式 。
原点误差分布针对多侧控制的统计对象。其位置特征常数是：零点值0 ；离散特征参数是：原点方差σ02 、原点偏差σ0。数学模型为：(1-9)式。
误差分布包括估计误差分布、标准误差分布、原点误差分布。它们的区别详见以下表2。

表2  误差分布分类参数及数学模型对应表
Table 2  Classification parameters of error distribution and corresponding tables of mathematical models
	序号
	误差分布分类
	位置参数与离散参数
	数学模型

	1
	估计误差分布
	mv ，σm2 ，σm
	f(x) = [ (2π)1/2 σm ]-1 exp[ - (x - mv ) 2 (2σm)- 2]

	2
	标准误差分布
	sv ，σs2 ，σs
	f(x) = [ (2π)1/2 σs]-1 exp[ - (x - sv ) 2 (2σs) -2]

	3
	原点误差分布
	0 ，σ02 ，σ0
	f(x) = [ (2π)1/2 σ0]-1 exp[ - x 2 (2σ0)- 2]


就此需要对传统的平均值及 “标准差”进行重新认识。根据“标准差”的定义其内涵的实际意义，名副其实应该称为：平均偏差。它的平方称为是：平均方差。将平均值mv 、平均方差σm2 、平均偏差σm对号入座归于估计误差分布数学模型中去，让它们在针对单侧控制的统计对象中去发挥其价值和作用。由于在社会生产实践中质量控制的估计误差仅仅只是误差其中的一部分，还存在具有悠久历史实物证明的标准误差和原点误差（原点误差），它们分别有着与估计误差完全不同的参数。以上建立的估计误差分布、标准误差分布、原点误差分布的三个数学模型X～E（sv ，σs2）仅仅是从理论分布上反映了不同质量控制不同的本质的数字特征。以下将分别进行论述。
1.2 估计误差分布
马志明院士指出：“我们不仅要看懂定理的证明，更要努力去思考当时这条定理是怎么被想出来的，最原始的思路是什么。”[6] 对估计误差分布的提出还得追溯高斯最原始的思路：“1809年，高斯出版了论著《天体运动理论》在该书末尾，他写了有关‘数据结合’的问题，以极其简单的手法导出误差分布──正态分布。其推导过程为：设误差密度函数为f(x) ，真值为x ，n个独立测定值为x1 ，x2 ，… ，xn ,由于观测是相互独立的，因而这些误差出现的概率为：L(x) = L(x；x1 ，x2 ，… ，xn ) = f(x1 - x) f(x2 - x) … f(xn - x ) 要找出最有希望的误差函数应使L(x)达极大，高斯认为平均值就是真值x的估计值。[7]”文献给出的误差分布完全等价正态分布，说明：正态分布源于误差分布，这就是高斯最原始的思路延续。高斯导出的误差分布最终作为正态分布延续至今200多年，已把其理论原理注入诸多统计技术和统计方法之中。应用对称的理论来表达描述非对称的统计对象，产生统计误差成为必然。由此推理出：高斯误差分布针对的统计对象具体是指估计误差分布，而估计误差对应的统计对象又是单侧控制，单侧控制服从偏斜分布。从而应证了范剑青“统计的最大问题在于模型误差，局部建模的优点在于可以大大降低误差。[8]”的新观念。

可见估计误差仅仅针对在真值未知，需要应用平均值(mean value 符号记为：mv)来估计真值。所以称为：估计误差(Estimation error 符号记为：εe)，它是检测值x与平均值mv之差，数学表达式为：x - mv = εe 。估计误差针对单侧控制的统计对象。质量数据来源于──检测值。
估计误差分布的位置特征参数是：平均值mv 。离散特征参数是：平均方差σm2 ，定义为：估计误差εm平方和的平均。以下有两个公式可表达。
一般的计算公式：σm2 = n -1 [image: image4.png]


 QUOTE  
Σni=1 
(xi -mv)2    (i = 1，2，……，n)        (1-1)
根据定义的计算公式：σm2 = n -1 [image: image6.png]


 QUOTE  
Σni=1 
εmi2   (i = 1，2，……，n)            (1-1.1)
    平均偏差σm ，定义为：平均方差σm2的平方根。以下有两个公式可表达。
    一般的计算公式：σm =[ n -1 [image: image8.png]


 QUOTE  
Σni=1 
(xi -mv)2]1/2   (i = 1，2，……，n)       (1-2)                               
根据定义的计算公式：σm =( n -1 [image: image10.png]


 QUOTE  
Σni=1 
εmi 2)1/2   (i = 1，2，……，n)          (1-2.1)   

    由上述估计误差分布位置特征参数和离散特征参数参数确定估计误差分布的数学模型定义为：在概率分布中，若0＜mv＜∞，0＜σm为两个实数，则由以下密度函数
 f(x) = [ (2π)1/2 σm ]-1 exp[ - (x - mv ) 2 (2σm2)-1]   0＜x＜∞                     (1-3)
确定的随机变量X的分布称为估计误差分布，记为X～E（mv ，σm2）。
估计误差分布的显著的数字特征由X～E（mv ，σm2）所示的位置特征参数为平均值mv ，离散特征参数平均方差σm2 所表达。显然，估计误差分布针对单侧控制的统计对象。对应单侧控制的特征是：点控制。
1.3 标准误差分布
传统的术语“标准误差”与之等同含义的术语还有“标准差”、“标准误”、“均方差”。四个专业术语具有等同的概念还真是不多见，同时也体现它有重要的价值意义，其定义是：随机变量与平均值离差平方和平均的平方根。从定义的字里行间中根本就与“标准值(standard value)”没有丝毫的关系，把“标准”列入一个专业术语中，而又与“标准值(standard value)”无关，它仅只与平均值紧密相关，把平均值作为标准的传统习惯认识贯穿在四个称谓中约定俗成了一个专业术语，使之需要启用“标准误差”一词回归它本身的词义则遇到了尴尬曲解。由于在质量管理中“标准值(standard value)”一词涉及质量控制的诸多方面，必然绕不开“标准误差”原本的词义来表达标准值(standard value)与检测值形成的误差。所以在此需要正名：本文的标准误差是指：在质量控制过程中质量数据在双侧控制的条件下其质量标准值(standard value)与检测的质量数据随机变量之差。标准值(standard value)定义为：在双侧控制的质量要求下，由标准规定的最好水平值称为标准值(standard value)。标准误差定义为：测量值与标准值(standard value)之差称为标准误差。由标准误差形成的质量数据分布称为：标准误差分布。

关于标准误差概念的应用需要进行历史的溯源：标准误差和以下将涉及到的原点误差的概念远比估计误差的实际应用有着更为久远的历史。查阅中国考古资料的报告得知：从出土的2200多年前中国秦代兵器按标准值组织生产就已经达到了惊人的精度。用现代实测秦俑坑兵器的结果显示，数百件弩机的牙、栓、悬刀和其它部件，完全可以通用互换，轮廓误差不超过1毫米。铜镞按照应用的需要生产，分为四种类型，形成系列产品。同类型铜镞三个面的轮廓线误差不大于0.15毫米，镞头锋刃采用流线型三锥空间曲线，放大24倍后与当代生产的弹头轮廓线竟奇迹般重合。可见秦代兵器生产的规范化已经达到很高的精度标准要求。严格按标准值作为参照标准组织生产，每生产一件产品必须通过实际的测量值与标准值对比得出误差判定是否符合质量要求，这个误差就是标准误差，完全与平均值无关。标准值的应用还可追溯到更早的古代，那是在公元前5000～前3300年的时代。中国浙江余姚河姆渡考古发现，留存于现在的大型木构榫卯干阑式房屋，于今是世界上发现的最早建筑模型。组合部件的公差配合如此精准体现出标准误差和原点误差的应用在那个年代已经是一个十分成熟技术标准，所有的组合部件都是严格按照设计的标准值和零点值来组织生产加工。建筑模型既是如此，可以想象在其它方面也一定有更为广泛的应用。虽然这是一个不争的历史事实，但是若引入现代的标准误差和原点误差的概念去描述、去理解也许会有一个漫长的接受过程。这就是为什么需要溯源的根本理由，它使以下的描述便于容易理解。
标准误差(standard error符号记为：εs )，其误差是测量值x与标准值(standard value 符号记为：sv)之差，表达为： x - sv = εs 。质量数据来源于──测量值。

标准误差，它针对的统计对象有一个设计规定的质量标准值sv ，它是质量要求的最好水平值，由于针对双侧控制的统计对象，必然规定有上下公差，其误差是测量值x 与标准值sv之差，数学表达为：x -sv = εs ，εs为标准误差符号。标准误差分布的位置特征参数是标准值sv ，离散特征参数是标准方差σs2 ，标准偏差σs 。其中的参数均与平均值无关，因为测量值x与平均值mv 之差什么都不是，这种对比没有任何的意义，作为一个变动无常且受极端值影响的平均值mv 来对比随机变量的测量值x与误差没有丝毫的关系。
标准方差σs2 定义为：标准误差εs平方和的平均。以下有两个公式可表达。
    一般的计算公式：σs2= n -1 [image: image12.png]


 QUOTE  
Σni=1
(xi -sv)2   (i = 1，2，……，n)           (1-4)  

根据定义的计算公式：σs2= n -1 [image: image14.png]


 QUOTE  
Σni=1
 εsi2   (i = 1，2，……，n)              (1-4.1)            
标准偏差σs 定义为：标准方差σs2 的平方根。以下有两个公式可表达。
    一般的计算公式：σs= [ n -1 [image: image16.png]


 QUOTE  
Σni=1
(xi -sv)2 ]1/2  (i = 1，2，……，n)         (1-5)                            
根据定义的计算公式：σs= ( n -1 [image: image18.png]


 QUOTE  
Σni=1
εsi 2 )1/2  (i = 1，2，……，n)            (1-5.1)
从以上确定的标准误差分布的位置特征参数标准值sv和离散特征参数标准方差σs2，标准偏差σs ，由上述参数确定的标准误差分布的数学模型定义如下：
在概率分布中，若0＜mv＜∞，0＜σm为两个实数，则由下列密度函数
f(x) = [ (2π)1/2 σs]-1 exp[ - (x - sv ) 2 (2σs2)-1]   0＜x＜∞                         (1-6)
由(1-6)式的f(x) 确定的随机变量X的分布称为标准误差分布，记为X～E（sv ，σs2）。
标准误差分布的显著的数字特征由X～E（sv ，σs2）所示的位置特征参数为标准值sv ，离散特征参数平均方差σs2 所表达。显然，标准误差分布针对双侧控制的统计对象。对应双侧控制的特征是：线控制。
1.4 原点误差分布
原点误差(origin error 符号记为：ε0 )，误差是测量值x与零点值(zero value 常数：0)之差，表达为：x – 0 = ε0 ，即：误差就是测量值本身。从以上追溯历史的实物其组合部件兵器互换孔中心点的定位，木构榫卯结构榫孔中心点的定位都需要由原点误差的概念来表述。就是说，凡是以某原点为中心标准来控制四周进行测量误差的统计对象都归于原点误差的范畴。
原点误差也称零点误差。多侧控制统计对象的随机变量是分布在一个平面坐标的四个象限的面上，位置特征值是一个确定的目标中心常数0 。测量的始点为0起，原点误差定义为：测量值（随机变量）x与0之差。表达式：x – 0 = ε0，由表达式可定义为：以坐标原点的零值始点的测量值。原点误差分布（origin error distribution）的离散特征参数是零点方差，符号记为：σ02。
原点方差σ02 定义为：原点误差ε0平方和的平均。以下仅一个公式就可表达。           
    计算公式：σ02= n -1 [image: image20.png]


 QUOTE  

 EMBED Equation.DSMT4 
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ε0i2   (i = 1，2，……，n)                    (1-7)
原点偏差σ0 定义为：原点方差σ02 的平方根。以下仅一个公式就可表达。                    
    计算公式：σs= ( n -1 [image: image23.png]


 QUOTE  

 EMBED Equation.DSMT4 
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ε0i2 ) 1/2  (i = 1，2，……，n)                   (1-8)
从以上确定的原点误差分布的位置特征常数零点值0和离散特征参数标准方差σ02，零点偏差σ0，由上述位置特征常数和离散特征参数确定的原点误差分布的数学模型定义如下：
在概率分布中，若0＜ε0＜∞，0＜σ0为两个实数，则由下列密度函数
f(x) = [ (2π)1/2 σ0]-1 exp[ - x 2 (2σ02)-1]   0＜x＜∞                              (1-9)
由(1-9)式的f(x) 确定的随机变量X的分布称为原点误差分布，记为X～E（0，σ02）。
原点误差分布的显著的数字特征由X～E（ov ，σ02）所示的位置特征常数为零点值0 ，离散特征参数零点方差σ02 所表达。显然，原点误差分布针对多侧控制的统计对象。对应多侧控制的特征是：面控制。
以下将对反映实际分布的单峰分布展开论述以揭示不同质量控制的分布规律。
2 单峰分布的形态及特征
质量控制包括三种不同的控制方式：单侧控制、双侧控制、多侧控制。它们具有不同的分布特征是：双侧控制服从正态分布或近似正态分布。从严格的意义来说，近似正态分布已经不具备对称的性质，而实际属于偏斜分布的范畴，那么确切地说：双侧控制服从正态分布或偏斜分布；单侧控制和多侧控制服从偏斜分布。正态分布和偏斜分布的区别在于是否对称，它们属于单峰分布(Single peak distribution)的范畴。换句话说：单侧控制、双侧控制、多侧控制的实际分布形态是单峰分布。单峰分布在对称的情况下是正态分布；单峰分布在非对称的情况下是偏斜分布。确定地说：单峰分布是一个既能描述正态分布又能描述偏斜分布的数学模型。而单峰分布的数学模型则是由正态分布推导引出的。依据的是范剑青局部描述能够降低统计误差的新观念。
2.1  正态分布的局限性
正态分布具有对称的特征，这是高斯在研究误差分布时最初证明正态分布就给出的定论。由此决定了正态分布证明伊始就固有局限属性的本质特征，可以在正态分布的数学模型中寻找其根源。

从正态分布数学模型： f(x) = [ (2π) 1/2 σ ]-1exp[ - (x -μ)2 (2σ2)-1]  -∞＜x＜∞    (2-1)
可得出如下结论：以上(2-1)式在对称的条件下成立，在非对称时不成立。
理由：在对称的条件下，平均值mv等于期望值μ，使(2-1)式中的μ与σ2能够保持内涵的一致性，期望值μ通过平均值mv间接与σ2相关，所以(2-1)式成立。
在非对称的条件下平均值mv偏移期望值μ，使mv ≠ μ，而(2-1)式中的σ2是随机变量x与平均值mv离差平方和的平均，而不是随机变量x与期望值μ离差平方和的平均，此时(2-1)式中的σ2没有期望值μ的痕迹，说明σ2与期望值μ丝毫无关。由此产生矛盾，致使(2-1)式在非对称的条件下不成立。

上述充分说明：正态分布(2-1)式固有局限属性的本质特征，它不仅不能描述偏斜分布，甚至拟合近似的正态分布也必然存在误差。因为近似正态分布已经趋于非对称呈偏斜分布，所以存在统计误差是因为正态分布的局限性所致。那么怎样能精确地描述近似正态分布以及统计实践中客观存在偏斜分布的问题呢？还必须从正态分布的位置特征参数和离散特征参数的合理定位来寻找解决问题的方法。

2.2  正态分布的位置特征参数和离散特征参数
近似正态分布早已被人们所承认并清楚认识，查阅的文献一般都认定“许多随机变量，……，都服从或近似服从正态分布。[9]”那么用正态分布来拟合非对称的分布存在误差显然是肯定的。追溯高斯导出正态分布最原始的思路，根据误差出现的概率：L(x) = L(x；x1 ，x2 ，… ，xn ) = f(x1 - x) f(x2 - x) … f(xn - x )，使L(x)达极大的极大似然估计值θ不仅满足正态分布而且满足偏斜分布都共同具有的一个重要性质：当随机变量等于极大似然估计θ时，即：x =θ，f (θ) = [( 2π )1/2σ- ] -1或f (θ) = [( 2π )1/2σ+ ] -1为f (θ) 最大值。这正好是满足了期望值μ条件。“最大似然函数估计法是根据概率最大的事件最有可能出现的实际推断原理[10]”。显然随机变量分布的期望值μ与极大似然估计θ 具有等同的属性，因为它们都是“一个满足无偏性、有效性、一致性要求”的位置特征值。而平均值mv只有在对称的条件下才具有“概率最大的事件最有可能出现的实际推断原理”，而非对称平均值mv就不具有这样的原理。由此可以准确定位正态分布的位置特征参数一定是期望值μ，与平均值mv无关。为什么一定要剔除平均值mv ，因为平均值mv是一个非常活跃难于驾驭极不稳定的位置特征值，极易受极端值的影响，这是其一。根据正态分布的性质之一，在x = μ处达到最大值 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ - ]-1 或 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ + ]-1，而x = mv 处f(mv)不一定达到最大值，这是其二。离散特征参数必须与期望值μ保持协调一致，这样离散特征参数必然就与平均值mv无关，这是其三。更重要的还是：准确描述近似正态分布仍至偏斜分布，最终推导出单峰分布，就需要有一个关于正态分布、偏斜分布、单峰分布具有共性的位置特征参数，那只有唯一的期望值μ能够满足这个要求，而平均值mv则根本不具备这个条件。所以必须剔除掉平均值mv。这也是能够运用正态分布来推导单峰分布和偏斜分布的前提条件和必要条件。

通过以上所述，正态分布的位置特征参数应该唯一地确定是期望值μ，与平均值mv根本无关。既然唯一确立了期望值μ的地位则离散特征参数就应该重新定义改名。随机变量与期望值μ离差平方和的平均定义为：期望方差σ2。因为是正态分布的离散特征参数，所以保持其符号不变。期望方差σ2的平方根定义为：期望偏差σ 。以下将对正态分布进行剖析分解并需要重新定义。
2.3  分解正态分布并重新定义正态分布
根据正态分布对称性的结论推出：正态分布曲线两边的拐点是对称的，则偏斜分布曲线两边的拐点是不对称的。由此进行逻辑推理：正态分布以期望值垂直于横轴分为左右两边，均为正态分布的一半；同理，偏斜分布以期望值垂直于横轴分为左右两边，仍然均为正态分布的一半。不同的是：正态分布左右两边的离散特征参数相等；偏斜分布左右两边的离散特征参数不相等。由此引出左右期望方差和左右期望偏差的新概念。
左期望方差，符号记为：σ-2 ，定义为：期望值μ左边随机变量x与期望值μ离差平方和的平均。设：小于等于期望值随机变量的频数为n- ，计算公式如下：
σ-2 = n--1Σn-i=1 (xi– μ)2        (i = 1，2， …，n-)   xi ≤μ                 (2-2)
左期望偏差，符号记为：σ- ，定义为：左期望方差σ-2的平方根。计算公式如下：
σ- = [ n-1Σn-i=1 (xi -μ)2 ]1/2   (i = 1，2， …，n-)   xi ≤μ                     (2-3)
右期望方差，符号记为：σ+2 ，定义为：期望值μ右边随机变量x与期望值μ离差平方和的平均。设：大于等于期望值随机变量的频数为n+ ，计算公式如下：
σ+2 = n+-1Σn+i=1 (xi– μ)2        (i = 1，2， …，n+)   xi ≥μ                (2-4)
右期望偏差，符号记为：σ+ ，定义为：右期望方差σ+2的平方根。计算公式如下：
σ+ = [ n+-1Σn+i=1 (xi -μ)2 ]1/2   (i = 1，2， …，n+)   xi ≥μ                   (2-5)
期望值μ两边左右期望方差和左右偏差的引出，可表达或描述分解正态分布(2-1)式。
期望值μ左边单增函数为： 
f- (x) = [ (2π) 1/2σ-] -1 exp [-(x - μ) 2(2 σ- 2)-1]    x ≤ μ                      (2-6)
期望值μ右边单减函数为：
 f+ (x) = [ (2π) 1/2σ+ ] -1 exp[- (x - μ)2(2 σ+2)-1]    μ≤ x                      (2-7)
根据以上(2-5)、(2-6)式可以重新定义正态分布：

若－∞＜x＜∞，0＜σ－ ，0＜σ＋ 为三个实数，则由以下 

	f(x)＝
	[(2π) 1/2 σ- ] -1 exp[ - ( x – μ )2（2 σ- 2) -1]   x ≤ μ
	(2-8)

	
	[(2π) 1/2σ+ ] -1 exp[ - ( x – μ )2（2 σ+2 ) -1]   x ≥ μ
	


的密度函数f(x)确定的随机变量X的分布中，且σ-  = σ+ 时，定义为为：正态分布。

 重新定义的正态分布有如下性质：

 (1) 当σ- = σ＋ 时f(x) 关于x = μ 对称，故有P{μ - h ≤ X ≤ μ} = P{μ≤ X ≤ μ + h } ；
 (2) 当 x ＜ μ 时 f(x) 单调上升，当 x ＞ μ 时 f(x) 单调下降，在x = μ处达到最大值 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ - ]-1 或 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ + ]-1；
 (3) 曲线y = f(x) 在x = μ - σ- 和x = μ - σ+ 处有拐点，有P{μ - σ- ≤X ≤ μ +σ＋} = 0.6827并以Ox 轴为渐近线；

 (4)  μ、σ- 、σ+分别是描述f(x)的位置和左右离散度的参数。

以上(2-8)式重新定义的正态分布与(2-1)式相比，不同的是(2-8)式将正态分布(2-1)式的单增函数和单减函数进行了分部描述，由此彻底打破了(2-1)式固有对称性的限制，能够精确地描述近似正态分布。且将离散特征参数原有的平均值mv彻底剔除，保证(2-8)式的参数间内涵的一致性，让期望值μ复位到计算离散参数核心位置中，并严格区别期望值μ两边的离散特征值。(2-8)式除具有传统正态分布同样的性质外，确定了期望值两边的离散特征值相等。根据正态分布的新定义就容易推导出非对称的偏斜分布。
2.4  偏斜分布的导出
正态分布的重新定义顺理成章地导出了偏斜分布，可以直接说：重新定义的正态分布使偏斜分布的定义水到渠成。偏斜分布定义如下：

若－∞＜x＜∞，0＜σ－ ，0＜σ＋ 为三个实数，则由以下
	f(x)＝
	[(2π) 1/2 σ- ] -1 exp[ - ( x – μ )2（2 σ- 2) -1]   x ≤ μ
	(2-8)

	
	[(2π) 1/2σ+ ] -1 exp[ - ( x – μ )2（2 σ+2 ) -1]   x ≥ μ
	


的密度函数f(x)确定的随机变量X的分布中，且σ-  ≠ σ+ 时，定义为：偏斜分布。

 偏斜分布有如下性质：

 (1) 当σ- ≠ σ＋ 时f(x) 关于x = μ 不对称，故有P{μ - h ≤ X ≤ μ} ≠ P{μ≤ X ≤ μ + h } ；
 (2) 当 x ＜ μ 时 f(x) 单调上升，当 x ＞ μ 时 f(x) 单调下降，在x = μ处达到最大值 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ - ]-1 或 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ + ]-1；
 (3) 曲线y = f(x) 在x = μ - σ- 和x = μ - σ+ 处有拐点，有P{μ - σ- ≤X ≤ μ +σ＋} = 0.6827并以Ox 轴为渐近线；

 (4)  μ、σ- 、σ+分别是描述f(x)的位置和左右离散度的参数。

显而易见，正态分布的新定义与偏斜分布定义的表达近乎一致，区别相互不同的只有一个“=”与“≠”数学符号。“=”对称呈正态分布；“≠”非对称呈偏斜分布。具体表达在它们的性质中，区别它们不同的是性质(1)。其它三条是它们共有相同的性质。它们有着完全相同一致的数学模型(2-8)式。

2.5  正态分布与偏斜分布的关系及归属
“伽利略（Galileo,1564-1642）发现，即使在相等的条件下，重复测量的值也有变化，他强调说：‘测量，重复测量，再重复测量，就能找出误差，以及误差的误差。’大约200年以后，高斯（Gauss,1777-1855）研究了测量中误差的概率法则，提出了综合多个观测值来估计未知量的最佳方法。[11]”就此导出并证明了正态分布，取了“正常（normal）”的限制之词。（normal distribution）译为“正态分布”直译为“常态分布”。现代汉语规范词典对常态的注解是：“正常或平常的状态。”可见正态分布从被证明的第一天开始就已经注定为正常或平常的状态了。而实际应用中真正正常或平常状态的偏斜分布则被遗忘得如此干净而名不见经传。“约在1924年之后，经英国数学家Karl Pearson论证，正态分布只是自然界中随机变量的一种分布形式。[12]”在此之前“K．皮尔逊在1900年发表的一篇文章中引进的所谓χ2检验法，这是一项很重要的工作，不少人把它视为近代统计学的开端。[13]”这项工作的主要目的是用拟合优度的卡方χ2检验法判定检验统计对象的随机变量是否服从正态分布。它已经间接地说明二十世纪初正态分布与偏斜分布共存的客观事实已经开始被人们所认识。根据以上正态分布和偏斜分布定义及性质可以将它们都归属为单峰分布的范畴，由此来定义单峰分布：
若－∞＜x＜∞，0＜σ－ ，0＜σ＋ 为三个实数，则由以下
	f(x)＝
	[(2π) 1/2 σ- ] -1 exp[ - ( x – μ )2（2 σ- 2) -1]   x ≤ μ
	(2-8)

	
	[(2π) 1/2σ+ ] -1 exp[ - ( x – μ )2（2 σ+2 ) -1]   x ≥ μ
	


的密度函数f(x)确定的随机变量X的分布定义为：单峰分布，记为：X～S (μ，σ－，σ＋)。当σ-  = σ+ 时为：正态分布；当σ-  ≠ σ+ 时为：偏斜分布。

 单峰分布有如下性质：

 (1) 当σ- = σ＋ 时f(x) 关于x = μ 对称，故有P{μ - h ≤ X ≤ μ} = P{μ≤ X ≤ μ + h } ；  

 (2) 当σ- ≠ σ＋ 时f(x) 关于x = μ 不对称，故有P{μ - h ≤ X ≤ μ} ≠ P{μ≤ X ≤ μ + h } ；
 (3) 当 x ＜ μ 时 f(x) 单调上升，当 x ＞ μ 时 f(x) 单调下降，在x = μ处达到最大值 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ - ]-1 或 f(μ) = [ (2π) 1/2 σ + ]-1；
 (4) 曲线y = f(x) 在x = μ - σ- 和x = μ - σ+ 处有拐点，有P{μ - σ- ≤X ≤ μ +σ＋} = 0.6827并以Ox 轴为渐近线；

 (5)  μ、σ- 、σ+分别是描述f(x)的位置和左右离散度的参数。

上述单峰分布的性质(1)确定了正态分布的本质特征；性质(2)确定了偏斜分布的本质特征；性质(3) (4) (5)确定正态分布与偏斜分布具有的共性。单峰分布的定义和性质已经将正态分布与偏斜分布之间的关系归纳得完美一致。还可以从哲学观点来描述它们三者之间的逻辑关系：正态分布是一种特殊的分布形态，偏斜分布是一种普遍的分布形态，单峰分布是正态分布与偏斜分布的统一体。从特殊性与普遍性就可以这样来确定：偏斜分布具有普遍性的特征属于常态分布；正态分布具有特殊性的特征已经不具有常态的属性。还可以从集合的概念表达来表达它们之间的关系：正态分布和偏斜分布是单峰分布的完备事件，正态分布与偏斜分布具有互斥性、对立性、不相容性的特征。
在统计实践中，误差分布的数学模型从理论分布的角度反映了不同质量控制本质的数字特征，但它并不满足质量控制的最终要求，因为只有了解、认识、掌握了质量数据真实的分布规律才能发现质量问题，以此为根据寻找解决问题的方法。然而单峰分布正是揭示质量数据准确的真实的分布规律。所谓拟合为近似正态分布的方法是一种明知有误差还不得不为为之的无奈之举。科学界有句格言：“精确是一个民族进步的标志，而追求精确的过程正是我们向科学靠近的过程。”精确这也正是进行质量控制追求卓越的重要标志之一。
3 质量控制统计对象的类别及特征
“质量控制是一个设定标准、测量结果、发现偏差、采取纠正或预防措施的过程。[14]”它具体有三种不同的控制特性的统计对象：单侧控制、双侧控制、多侧控制。它们对应的误差分布及参数控制特征之间的关系见以下图2：
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图2 误差分布对应质量控制统计对象关系示意图

Fig. 2 Schematic diagram of statistical object relationship of error distribution corresponding to quality control
质量控制所属有一个重要的关键词──质量标准。“质量标准是指生产过程所加工的产品必须达到质量要求，由质量目标值与公差幅度来描述。质量标准可分为三类：望大、望小和望目。对望大类质量标准，希望实际达到的质量指标越大越好；对望小类质量标准，希望实际达到的质量指标越小越好；对望目类质量标准，希望实际达到的质量指标限定在一定的范围内，这时，会有一个规格上限和一个规格下限。[2]”以上文献所述质量标准的分类对应质量控制的要求，不是简单的对应：单侧控制、双侧控制、多侧控制，而是需要重新组合交叉质量标准的三类来对应质量控制的三类。由于存在不同性质的控制规范，质量指标最好水平值的位置特征就有所不同，需将质量标准包括三类的最好水平值来与对应的统计对象相匹配，为便于描述需要以不同的术语称谓来区别确立它们不同的质量标准，由此作出以下规范的术语称谓来表示。
将望大、望小的质量标准称为：目标值(target value)，符号记为：tv ，它属于单侧控制的统计对象。点控制是其显著的控制特征。

望目的质量标准称为：标准值(standard value)，符号记为：sv 。它属于双侧控制的统计对象。其显著的特征表现为：在规格上限和规格下限的两点内进行控制，数据在以标准值为中心的一条数轴直线上。线控制是其显著的控制特征。

望小和望目组合兼备两类的质量标准称为：原点值(Origin value)或零点值，符号记为：ov ，可直接记为常数0 。它属于多侧控制的统计对象。其显著的控制特征表现为：在平面坐标上以原点的零值为中心，数据在原点的零值为中心的标准规格半径内四周平面上进行控制，所以称为：面控制。
质量标准分类对应的关系详见下表3 ：
表3  质量标准分类及对应的质量控制类型
Table 3  Classification of Quality Standards and Corresponding Quality Control Types
	序号
	质量标准
	质量控制
	最好水平值术语
	符号
	位置特征

	1
	望大值和望小值
	单侧控制
	目标值
	tv
	点控制

	2
	望目值
	双侧控制
	标准值
	sv
	线控制

	3
	望小值和望目值
	多侧控制
	零点值
	ov
	面控制


 从以上表3可见，质量控制包括的单侧控制、双侧控制、多侧控制的质量标准是完全不同的，且位置特征各异。具体归纳为如下：

单侧控制的质量标准望大值和望小值的术语确定为──目标值(target value)，符号记为：tv ，其特性是确定在一点上控制，简称为：点控制。

双侧控制的质量标准望目值的术语确定为──标准值(standard value)，符号记为：sv  ，其特性是确定在两点上控制，简称为：：线控制。

多侧控制的质量标准的望目值和望小值的术语确定为──原点值(Origin value)或零点值，符号记为：ov ，由于原点值或零点值ov ，是一个被确定的常数0 值 ，其特性是确定以零点值为中心四面控制，简称为：面控制。点、线、面的控制基本概括了质量控制的基本特征，质量标准的类别也对应于其中。以下将具体分别展开细述。
3.1单侧控制

    根据质量标准的分类，单侧控制的统计对象还需要细分为两种，控制下限和控制上限。质量标准最好水平的目标值tv在质量数据分布一端的顶点上，规定的合格值在目标值tv的另外一边。望大值的统计对象合格值为规格下限；望小值的统计对象合格值为规格上限。这是产品需要控制合格的最基本的质量标准。就是说：控制下限的目标值是望大值；控制上限的目标值是望小值。单侧控制的合格值是质量数据目标值tv对应的另外一边，它有如下控制特征：点控制。合格范围区间相对较大。抽样检验或检测。数据的理论分布是估计误差分布，位置特征参数是：平均值mv，离散特征参数是：平均方差σm2和平均偏差σm。质量数据的实际分布服从偏斜分布，位置特征参数是：期望值μ，离散特征参数是：期望方差σ2、左期望方差σ-2、右期望方差σ+2、期望偏差σ、左期望偏差σ- 、右期望偏差σ+ 。如：食品安全的检测，有效成分为望大值，有一个规格下限，不能低于合格值；有害元素望小值，有一个规格上限，不能高于合格值。最好水平值以零为最高标准，它规定了最高限制质量要求的合格值，在合格值点进行控制。

应用估计误差分布数学模型(1-3)式反映单侧控制本质的数字特征：平均值mv 、平均方差σm2 、平均偏差σm 。应用单峰分布的数学模型(2-8)式揭示单侧控制的分布规律。
    单侧控制的统计对象随机变量的质量数据分布最好水平的目标值tv在质量数据分布的顶端，根据质量数据分布期望值μ与目标值tv 的接近程度判定质量等级。而合格值一端有可能出现不合格，需要进行质量控制，质量数据一般服从偏斜分布。实践表明，有害元素不能高，规格上限合格控制最大值。反之，有效成分不能低，规格下限合格控制最小值。当望小的期望值μ等于目标值tv时，质量最佳，正好呈现出正态分布的右边一半，典型的右偏陡壁型；当望大的期望值μ等于目标值tv时，质量最佳，正好是呈现正态分布的左边一半，典型的左偏陡壁型。然而这样的形态在应用直方图时被认定为是异常形态。若应用正态分布来判定单侧控制的产品质量是否正常是欠妥的，是一种误导。

3.2双侧控制
双侧控制的最好水平值是标准值sv，具体的质量要求是规定了误差范围，合格值在标准值sv两边，在数轴线上表现为两点控制，双侧控制的特征为：线控制。由于生产质量控制过程有一参照的标准值sv，测量的随机变量围绕标准值sv波动，服从正态分布或近似正态分布，合格范围的区间相对较小。如：机械加工业，规定了标准值sv，它是最好水平值，以标准值sv为中心规定了误差范围，测量的随机变量在数轴的一条直线上。由于质量控制过程是严格按照标准值sv组织生产，每一件产品都需要测量检验，所以极容易达到最好水平的标准值sv。产品质量指标围绕标准值sv波动，服从正态分布或近似正态分布。由于双侧控制的最好水平值是标准值sv，测量值与标准值sv离差平方和的平均称为：标准方差σs2，将标准方差σs2的平方根称为：标准偏差σs 。双侧控制本质的数字特征包括有：位置特征参数为标准值sv，离散特征参数为标准方差σs2和标准偏差σs 。实践中易见，双侧控制的产品质量指标分布，当期望值偏移标准值sv时，呈现正态分布也是不正常的。若期望值与标准值sv非常接近，哪怕是呈现偏斜分布往往比呈现偏移的正态分布好得多。所以判定双侧控制产品的质量状况，首要的是看，期望值μ是否接近或等于标准值sv 。
应用标准误差分布数学模型(1-6)式反映双侧控制本质的数字特征：标准值sv，标准方差σs2和标准偏差σs 。应用单峰分布的数学模型(2-8)式揭示双侧控制的分布规律。
3.3多侧控制

多侧控制的最好水平值在坐标原点上，具体的质量要求规定了以零点坐标为中心的误差半径范围内，合格值在原点坐标周围，其特征为：面控制，服从偏斜分布。如：国防军事中的射击、炮击，卫星回收落点。机械加工中的平面钻孔，以原点为中心规定误差的半径。由于多侧控制的最好水平值是零值，是以零点值进行测量确定是否合格。检测值的离差平方和的平均称为：零点方差σ02，将零点方差的平方根称为：零点偏差σ0 。由此，多侧控制本质的数字特征包括有：位置特征常数为零值，离散特征参数为零点方差σ02和零点偏差σ0 。实践表明，在多侧控制的条件下，产品质量指标分布的判定以期望值μ接近零为判定标准。这与是否是服从正态分布毫无关系。
所述多侧控制，其特征在于：是在平面坐标面上的零点，以零点为始点测量，测量值就是误差。需要全检，检测值围绕某一无法事先确定的值波动。测量值称为：原点误差。应用原点误差分布数学模型(1-9)式反映其本质的数字特征：0 、零点方差σ02、零点偏差σ0。应用单峰分布的数学模型(2-8)式揭示单侧控制的分布规律。
所述多侧控制，其特征在于：在一个坐标平面上以零点值为最好水平值，进行多侧控制。测量值就是误差值，称这样的误差为原点误差ε0，这样的分布为：原点误差分布。将其这样的统计对象归于多侧控制。判定合格以0点辐射全方位控制，控制特征为：面控制。
3.4质量控制与误差分布及单峰分布的关系
质量控制、误差分布、单峰分布对应数学模型的位置特征参数和离散特征参数与针对的统计对象及控制特征关系见下图3。
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图3  误差分布单峰分布与质量控制统计对象关系示意图

Fig.3 Schematic diagram of the relation between single peak distribution of error distribution and statistical objects of quality control
以上图3清楚地显示，误差分布与正态分布不是同一概念，其作用不同，反映本质的数字特征不同，揭示数据的分布规律不同。误差分布属于理论分布，包括：估计误差分布、标准误差分布、原点误差分布。单峰分布属于实际分布，包括：正态分布、偏斜分布。正态分布的局限性就显而易见了。

3.5质量控制的现状及改进的理论
1900年K.皮尔逊引进的卡方χ2检验法。“1924年，美国数理统计专家休哈特提出统计质量控制理论，并首创了质量控制图。随后，统计质量又发展成为统计过程控制，从而实现了质量管理的三个根本性转变，即从定性描述为主转变为定量分析为主，从事后检验为主转变为事前控制为主，从产品检验为主转变为过程控制为主。 [2]”。与质量控制相配套的过程能力指数计算，直方图质量判定，方差分析等等的统计技术和方法无一不是建立在正态分布的理论基础上，一直沿用至今。常用的统计技术和方法涉及到的位置特征参数和离散特征参数都是将随机变量围绕平均值这个核心进行对比、计算、表达。如果统计对象属于双侧控制且质量数据随机变量服从正态分布，且平均值等于最好水平的标准值，则上述传统的统计技术和方法的应用是完全没有问题的。但是在单侧控制和多侧控制的条件下，它们最好水平值分别是目标值和零点值，平均值是不可能等于目标值或零点值的。由此进一步说明正态分布固有的局限性将直接锁定了建立在正态分布理论基础上统计技术和方法的局限性。
在双侧控制的条件下有必要对不同的位置特征参数进行比较，确定它们的权重地位，所以需要重新地审视认识平均值mv 。由于“千百年来大家认为算术平均是一个好的估计[15]”由此造成平均值一直统领位置特征的主席地位。然而实践中它与标准值sv 、期望值μ有着完全不同的作用。平均值mv是一个活跃可变的值，极易受极端值的影响,最终是由随机变量来决定，它也是一个随机变量。而标准值sv一旦确定它就是一个稳定的常数，它是产品质量指标的最好水平值，测量的随机变量与之相比就是标准误差，标准方差σs2 ，标准偏差σs它们在双侧控制的统计对象中是唯一有意义、有价值的离散变异指标。期望值μ是概率最大的事件最有可能出现的位置特征参数，它与标准值sv对比可以直接判定质量控制状况。平均值mv 与标准值sv 对比其意义与价值就大为逊色。尤其是平均值mv与测量的随机变量相比就什么也说明不了。而传统意义的“标准差”与标准方差σs2和标准偏差σs 相比已经失去实际应用的意义。然而，控制图、过程能力指数的计算公式，及相关的统计技术和方法，在双侧控制的条件下仍然应用平均值mv和“标准差”，完全无视标准值sv与标准偏差σs 的存在。无视期望值μ 、期望方差σ2、期望偏差σ 。本末倒置是形成误导的根本原因。

由于单侧控制、双侧控制、多侧控制具有本质不同的数字特征；且针对所形成的误差的性质和特征各异；还因为质量控制不同类别的统计对象形成不同质量指标误差和误差分布存在本质的差异；以及不同质量控制统计对象的质量数据分布规律不同。林林总总这诸多新的数学方法及新的概念集中为一个焦点来说明这样一个问题：质量指标分布与生产过程质量数据的随机变量是否服从正态分布在质量控制中其关系并非重要，而重要的则是必须准确地知道质量指标分布最真实的状态。左右期望偏差的提出还可以用于判定随机变量是否服从正态分布，它提供了比拟合优度的卡方χ2检验法更为简单的判定方法。由单峰分布的数学模型来揭示统计对象实际分布的客观规律。由三个不同的误差分布的数学模型来反映对应不同的三个质量控制的具体统计对象本质的数字特征。这就是解决质量控制现状出现问题的根本理由、有效工具、必要手段、最佳方法。正如数学界华罗庚说的：“新的数学方法和概念，常常比解决数学问题本身更重要。”统计学家张尧庭先生曾经明确地指出过：“数学的概念和工具为我们反映、描述客观世界的种种现象提供了手段和方法。[16]” 

3.6单峰分布能精确描述实际的质量数据分布的理论依据和数学模型
传统应用正态分布去拟合一个近似正态分布出现统计误差是显而易见的，因为正态分布的数学模型的位置特征参数期望值μ两边的离散特征参数相等，而近似正态分布期望值两边的离散特征参数不相等，统计误差由此产生。而单峰分布能精确描述实际的质量数据分布的理论依据是：范剑青教授提出的“局部（分部）描述能够降低统计误差”的新观念。由于质量数据来源于生产实际过程，服从何种形态的分布需要根据实际的统计数据通过计算就能得到精确的期望值μ，那么凡是小于或等于期望值μ的质量数据与期望值μ的离差平方和的平均就是精确的左期望方差σ-2，左期望方差σ-2的平方根为：左期望偏差σ- 。根据(2-6)式得到单峰分布左边单增函数：f- (x) = [ (2π) 1/2σ-] -1 exp [-(x - μ) 2(2 σ- 2)-1]  x ≤ μ。同理，凡是大于或等于期望值μ的质量数据与期望值μ的离差平方和的平均就是精确的右期望方差σ+2，右期望方差σ+2的平方根为：右期望偏差σ+ 。根据(2-7)式得到单峰分布右边单减函数：f+ (x) = [ (2π) 1/2σ+] -1 exp [-(x - μ) 2(2 σ+ 2)-1]  μ≤ x。对于来自于生产实际过程的质量数据得出的位置特征参数期望值μ、离散特征参数左期望方差σ-2、左期望偏差σ- 、右期望方差σ+2、右期望偏差σ+ 都是精确值，代入单峰分布数学模型(2-8)式，不论是服从正态分布还是服从偏斜分布都能得到精确的描述。不仅如此，其任意区间的概率都能通过正态分布概率表得到精确的计算。前期的研究成果已经证明，不论单峰分布是否对称有如下结论：
两拐点的概率：P{μ - σ- ≤X ≤ μ +σ＋} = 0.6827  [17]
由此可推论：P{μ -2 σ- ≤X ≤ μ +2σ＋} = 0.9545
            P{μ -3 σ- ≤X ≤ μ +3σ＋} = 0.9973
            P{μ - 4σ- ≤X ≤ μ +4σ＋} = 0.999937
            P{μ - 5σ- ≤X ≤ μ +5σ＋} = 0.99999948

            P{μ - 6σ- ≤X ≤ μ +6σ＋} = 0.9999999983

通过前期研究成果结合实践应用已经实际验证且充分表明，单峰分布作为实际分布能够精确揭示统计对象的分布规律。应用正态分布来拟合一个非对称的分布必然出现统计误差。单峰分布的实际应用正是科学追求精确的一个典型范例。在质量控制中具有一定应用的价值。
4 结论

综上所述，正态分布固有的局限性使之不能描述非对称的近似正态分布及偏斜分布。质量控制的统计对象其中的双侧控制服从正态分布或近似正态分布，而单侧控制和多侧控制则服从偏斜分布。追溯高斯误差分布导出正态分布的原始思路，在实际应用中分清误差分布与正态分布本质不同的概念。误差分布属于理论分布，包括：估计误差分布、标准误差分布、原点误差分布，由它们组成完整的误差分布的理论系统，且分别反映不同误差本质的数字特征。正态分布是单峰分布在对称的条件下的分布形态，它与偏斜分布是对立、互斥、不相容的集合关系，它们是组成单峰分布的一个完备事件。它们具有哲学的逻辑关系：正态分布具有特殊性不是常态分布，偏斜分布具有普遍性是名副其实的常态分布，单峰分布是正态分布与偏斜分布的统一体。单峰分布属于实际分布形态，它揭示了单侧控制、双侧控制、多侧控制统计对象的分布规律。可归纳为：误差分布从理论上反映质量控制不同统计对象本质的数字特征。单峰分布从实际上揭示质量控制不同统计对象的分布规律。最终目的是：为改进创新的统计技术和统计方法奠定重要的理论基础。
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