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摘要：从分数阶微分和小波分解的特点出发，提出一种用于图像增强的方法，即首先使用小波分解方法分别多层次、多尺度分解图像，并重构出相应层次图像中的高低频成分，然后使用新提出的包含八个对称方向分数阶微分掩模算子有针对性地对分离出的高频、低频及原始图像信号分别进行处理，把处理的结果进行合并、叠加，同时深度地保留图像平滑区域的低频轮廓特征和非线性地保留灰度变化较大的高频边缘特征，对灰度变化不明显区域图像纹理细节也得到增强。从实验对比结果来看，此方法使用新算子相对于其他几种方法对增强图像平滑区域的复杂纹理细节效果要好。
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Image enhancement based on fractional differentials and wavelet decomposition
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Abstract: Starting from the characteristic of fractional differentials and wavelet decomposition, a  method of image enhancement was proposed, which firstly used wavelet decomposition method to decompose image,and reconstructed low-and-high frequency in correponding layer image, then it utilized the proposed new fractional differential mask operator on the eight symmeric directions to apart process the detached low-frequency, high-frequency and primal image signals. At the same time, it merged the results so that it could furthest preserve the low-frequency contour feature in those smooth areas, and nonlinely keep high-frequency marginal feature in those areas that gray-level changed greatly,and also enhance texture details in those areas that gray-level did not change evidently. Experimental comparison results show that the effect of enhancing complex texture details in smooth area by this method using new operator appears better than several other methods.
Key words: fractional differentials; wavelet decomposition; image enhancement; cover module
0 引言
图像增强在模式识别、图像复原、医学图像处理、机器视觉、图像解译、遥感等众多领域都有应用，而且方法多，传统方法是使用一阶或二阶整数阶微分算子对图像进行滤波处理，其处理效果明显不令人满意。把分数阶微分引入数字图像处理领域的历史还不长，但引起了广大研究者的热情和兴趣，它是处理非问题（非线性、非因果、非高斯、非整数、……）和分形问题的一个有效方法，而且目前其理论还没有成熟，在图像增强方面已经提出了许多改进的分数阶微分掩模模板对图像进行处理，获得了较好的效果[1]。
现代小波分析理论在上世纪80年代诞生，之后很快就被应用到了工程实践中。而在图像处理领域，小波分析几乎可以应用到它的各个方面，在图像增强方面，已经提出了一些小波分析方法，其主要是利用小波分析的多尺度、多分辨率、多层次的特性，而小波分解思想在小波分析理论中占据着重要地位，促使小波重构被与其相并提出，可以说它把小波分析及其应用引向了一片新的天地[2]。
而利用分数阶微分方法与小波分解方法各自的特性，将两者方法结合起来，以合并、叠加的形式用于图像增强还尚未看到相关研究成果，因此本文将基于这两种方法的结合，提出新的分数阶微分掩模算子，对图像增强方法作深入的研究。
1 分数阶微分和小波分解用于图像增强
1.1 分数阶微分用于图像增强理论基础

分数阶微分是由整数阶微分推衍而来，它包括了通常的整数阶微分运算，但又是整数阶微分运算的拓展，一般将微分阶次为非整数的微分称为分数阶微分。对其分析，我们可先由分数阶微分的Fourier变换式推导出分数阶微分的滤波函数表达式，对其幅频特性进行分析，详细过程可参考文献[3]，发现对于 
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为微分阶次)的分数阶微分，当高频信号被提升的同时中低频也相应有所加强，而信号甚低频幅度却没有进行大幅衰减，得到了很好的保留，而整数阶微分却明显地削弱了甚低频信号。因此分数阶微分在处理图像时具有非线性保留图像平滑区域特征的优点[4-5]。

在对图像增强处理中，我们通常喜欢使用分数阶微分掩模算子对每个像素点及其周围领域像素点作微分运算，从而增强图像纹理信息。其微分运算目前主要是依据Enclid空间中三种分数阶微分定义之一——Grunwald-Letnikov定义式（如（1）式所示）进行推导。
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其中Gamma函数：
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表示Grunwald-Letnikov定义，上标
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表示
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阶微分，下标
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和
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表示积分式的下界和上界，
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为单位间隔。推导出一元函数
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阶分数阶微分差分表达式为：
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对于图像信号
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，我们依据Grunwald-Letnikov定义式及一元函数
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阶分数阶微分式，推导图像信号在
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，
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方向上偏分数阶微分，定义
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的偏分数阶微分为：
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根据式（3）、式（4），目前已经提出了许多改进的分数阶微分掩模，其总的目的是利用像素点与其邻域内每个像素点的相关性，借助分数阶微分来增强纹理细节信息，提取图像信号的分形信息，同时使对数字图像的处理具有各向同性的效果[6-8]。本文依据以上两式，同时应和图像经小波分解后信号存在方向性的特点，方便与其结合对图像进行处理，取前三项偏微分系数，定义一种包含8个对称方向
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型分数阶微分掩模算子，列出如图1所示。
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图1  8个对称方向分数阶微分掩模

                  Fig 1  fractional differential mask on the eight symmeric directions
其中的8个子掩模可分别对图像
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像素点(x,y)的x正方向、x负方向、y正方向、y负方向、左上对角方向、左下对角方向、右上对角方向、右下对角方向进行卷积滤波运算，同时能提高运算的抗旋转性能和各向同性效果。

    若把图1所示的
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型非对称分数阶微分掩模用于原图的每个像素点(x,y)上，那么权值为零所对应的像素点是被忽略的。为充分利用图像像素点与其周围领域内像素点灰度值的相关性，将与常系数“1”所在的像素点距离为1个像素的像素点平分权值
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，距离为2个像素的像素点平分权值
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，构造出新的改进分数阶微分掩模如图2所示。
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图2  改进后的分数阶微分掩模

Fig 2  fractional differential mask after improved

这样使所有分数阶微分掩模中的系数总和不为零，那么在图像灰度值恒定或变化不大的区域内的响应不为零，这也是分数阶微分算子为增强图像的纹理细节信息所期望得到的结果。本文将使用图2掩模算子结合小波分解方法对图像进行增强处理，并与另外几种算子、方法作图像增强处理的效果进行比较。
1.2小波分解用于图像增强理论基础
为了对图像信号中的高、低频成分分别进行分数阶微分处理，借助小波多层次、多尺度分解信号的特点，将信号所处的一个大频带逐步分解成小频带。而在处理过程中小波基函数的选择会影响处理效果，为了减少处理后图像的相位延迟，以及使处理后图像的边缘失真最小，通常采用双正交小波，若构成双正交小波的一对对偶小波是紧支集时，被称为紧支集双正交小波[9-10]。选择好了小波基函数类型后，接着可利用Mallat算法对图像进行分解和重构，在双正交情况下设信号
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其中
[image: image32.wmf]符号为内积运算符，若将
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作为重构小波，则
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其中
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为分解系数，由此可根据
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，实现分解过程。重构过程关键表达式如下所示：
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其中
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为尺度序列元素，上述为一维信号分解重构过程，对于多维可依此类推[11]。

实际处理图像时，小波分解过程可用图3所示表示，其为一个两层分解图。
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图3  图像两层小波分解图
Fig 3   two layers of wavelet decomposition

图3中
[image: image47.wmf]LL
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集中了原始图像中的主要低频部分，
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对应着水平方向的高频信息，
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对应着垂直方向的高频信息，
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I

对应着对角方向的高频信息，对分解得到的四幅子图像再进行同样分解，得到第二层上各个子图像。在Matlab中可使用wavedec2（）函数完成图2的分解过程，最终是获得了一些分解系数。为便于后续处理，所分解得到的数据需进行重构得到子图像，在Matlab中重构过程可使用wrocef2（）函数[12-13]。

我们将图3的分解过程对比图2的分数阶微分掩模发现两者存在非常隐蔽的关联。我们若对分解得到高频信号中的
[image: image51.wmf]LH
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分量信号使用
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方向上两个分数阶微分掩模算子进行运算，对
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分量信号使用
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方向上两个掩模算子进行运算，对
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I

使用对角方向上四个掩模算子进行运算。由于图像分解所得各方向上的信号具有很强的方向性，图2各方向上的掩模算子正好可以加强提取对应方向的信息。因此对经小波分解后所得水平方向信号使用图3中垂直方向掩模算子运算，垂直方向信号使用图2中水平方向掩模算子运算，对角方向信号使用对角方向掩模算子运算，其处理结果是加强对图像细节部分中边缘的提取。将三者所得结果进行适当融合叠加入原始图像中，将极大增强图像灰度变化较小区域的对比度，从而使图像变得更清晰。同时若对低频信号
[image: image56.wmf]LL

I

使用图2的所有子掩模算子进行运算，将更加细致地保留图像低频轮廓信息，若能利用这些信息可使图像平滑区域轮廓更加明显。
2 图像增强处理过程

    根据前面已有的分析结果，我们在对图像进行增强处理时，设定对图像的小波分解层数为n层。同时为加强对高频信息的提取，增强图像的纹理细节，部分利用低频信息，使图像平滑区域轮廓清晰[14]，在分解所得各层图像信息中分别重构出第n层低频
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图像，第n层高频水平方向分量
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图像,高频垂直方向
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图像，高频对角方向
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D

图像，这些分量图像与原图大小一致。再对原始图像、
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图像分别使用图2所示8个子掩模算子进行运算，对于相同位置像素点每次使用此掩模运算得到两组值，每组8个值，分别从8个值中取最大值叠加入原始图像中。同样对
[image: image62.wmf]n

H

使用
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方向上两个掩模算子进行运算，
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V

使用
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方向上两个掩模算子进行运算，
[image: image66.wmf]n

D

使用对角方向上四个掩模算子进行运算，对相同位置像素点每次运算得到8个值，从这8个值中取最大值叠加入原图中。这样经过对原图像三次叠加运算，将原来图像特征表现不明显的像素点在经过一系列运算后得到加强，不仅增强了图像的纹理细节，同时平滑区域特征得到增强，轮廓明显。其总的处理过程如图4所示。
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图4  本文图像增强方法处理过程框图

              Fig 4  processing block diagram for image enhancement method in this paper
3 实验结果及分析

为验证本文提出方法的有效性，实验采用Matlab7.0仿真平台分别对灰度图像和彩色图像进行处理，并分别对原图经整数阶（二阶）微分Laplacian算子增强、传统小波变换增强、图2算子增强、本文方法增强的效果进行对比。其中对于使用Laplacian算子、图2所示掩模算子对图像进行处理时，也是先用这些算子对图像各像素点进行卷积滤波运算，然后将结果叠加入原始图像。对于数字彩色图像，其处理过程与灰度图像类似，但是R、G、B分量要分别进行处理，而又由于数字彩色图像的RGB元素之间存在相关性并且灰度值通常限制在
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之间，当微分阶数
[image: image69.wmf]n

较大时，RGB元素会非线性增强，R、G、B三分量之间的权重关系会被破坏，导致颜色失真。因此对于数字彩色图像，我们通常对它的HSI颜色空间进行处理，即首先将RGB图像转化为HSI图像，分别对HSI图像的H、S、I分量进行分数阶微分处理，合成新的HSI图像后再转化成RGB图像，这样可以在没有失真的情况下，对彩色图像进行处理。对于所使用的分数阶微分运算阶次
[image: image70.wmf]n

统一取值为
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,图像的小波分解层数n取为2，同时对第2层信号进行处理。实验处理结果及对比如图5所示。
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                                        图5  图像增强效果对比
                   Fig 5  comparison of image enhancement

从图5可以看出Laplacian算子增强后的图像出现了严重的缺陷，当图像边缘得到增强时出现了很多亮点、亮线。传统小波变换增强使图像呈现很亮和很暗的区域，在图像边缘得到增强时，细节部分未得到增强甚至是被损伤。图2算子增强和本文方法增强可以使图像平滑区域得到增强，在增强图像纹理细节方面，图2算子和本文方法增强比Laplacian算子和传统小波变换增强要好。用图2算子增强图像时，在不能得到增强的某些较小纹理细节，使用本文方法增强能使这些细节得到突显。为从量的角度对比以上几种算子、方法的处理效果，我们绘出了灰度原图1经各算子、方法处理后图像的直方图，如图6所示。图6中左边纵坐标标数为图像中对应灰度级像素点的个数等级，横坐标所取灰度级范围全都为
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。

从图6中(b)图和(d)图可以看出分数阶微分（图2算子）类似于整数阶微分可以增强灰度变化明显的高频边缘信息，但是没有整数阶微分那么强烈，所以没有很白和很黑的边缘。与整数阶微分相比，分数阶微分保持了原始图像灰度直方图的外形，而整数阶微分却没有。整数阶微分和分数阶微分都可以在原始图像灰度直方图上增加毛刺，但是只有分数阶微分是在保持直方图外形的前提下增加毛刺的。这表明分数阶微分可以非线性增强图像灰度变化较小区域的细节，而整数阶微分在这些区域运算值接近零。通过改变图像灰度值投影的相应外形，整数阶微分改变了灰度直方图的分布，使灰度值要么很高，或者要么很低。这样图像就
以高白或高黑表示，但是实际上已经丢失了很多细节，因为邻域范围内的像素点存在极大地相关性和自相似性。
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                    图6  灰度图1经各算子、方法处理后图像直方图比较

   Fig 6  comparison of gray-level histogram after gray image 1 processed by various operators and methods
传统小波变换方法虽然保持了原图像灰度直方图的大致外形，但是分布范围有所变化，而且与分数阶微分和整数阶微分方法相比，其直方图增加的毛刺较少。这是因为传统小波变换增强是对图像高、低频信号分别进行处理，增强高频，削弱低频，致使图像丢失了很多细节信息，出现很黑或很白的区域，同时代表低频轮廓信息的灰度值有所减小。

从图6中(d)图和(e)图对比可以看出，本文方法和图2算子增强一样，图像处理后其直方图具有保持原始图像直方图外形的特点，但本文方法直方图中间灰度级像素点数增加得多，增加的毛刺外形与原始图像直方图的外形保持一致。图2算子直方图中增加的毛刺分布梯度变化剧烈，有时很高，有时又很低，而本文方法直方图增加的毛刺分布梯度变化相对缓慢。这是因为本文方法是在对原始图像分数阶微分处理的基础上，再进一步对原始图像进行小波分解与重构，对其高、低频信号进行深度分解，从高频中分解出不同方向的高频信号，从低频中分解出不同尺度下的高、低频信号，再经与其对应的分数阶微分掩模算子处理，并叠加入先前已经分数阶微分处理过的结果中，致使原图中高低频信号特征不明显的区域得到突显，使原来单一使用分数阶微分方法处理图像细节未增强的地方在此刻得到增强。

另外我们知道图像大多数能量集中在低频部分，而细节能量和边缘信息集中在中高频部分。我们可以看到尽管整数阶微分和传统小波变换能够增强图像高频段能量，但是丢失了中低频部分许多能量，所以图像质感在处理后极大改变了。而分数阶微分方法不仅保留了图像大多数低频能量，而且非线性增强了中高频部分能量，这样使得图像处理后质感变化较小。为了对图5中各图像的质量进行分析，我们比较了它们的信息熵和平均梯度，例出如表1所示。

从表1我们可以看到除了彩色图像外，Laplacian算子增强有最小的信息熵，而我们观察彩色图像的Laplacian算子增强，其增强效果并不好，信息熵却最大，这与彩色图像包含R、G、B三分量且三者之间存在一定相关性，以及Laplacian算子强锐化特点和信息熵单一对信息出现的概率进行统计而没有考虑其他因素有关。同时看到Laplacian算子和传统小波变换极大增强了图像的平均梯度，但是它们仅仅增强了边缘却丢失了许多纹理细节，传统小波变换的信息熵也有所下降。经分数阶微分方法（图2算子）和本文方法处理的图像，平均梯度没有Laplacian算子、传统小波变换高，但是它们的信息熵有所增加，而且本文方法比分数阶微分方法的信息熵和平均梯度大，图像的边缘和细节都得到增强。

为研究分数阶微分阶次对本文方法处理效果的影响，我们在本文方法中使用阶次分别为0、0.1、0.3、0.5、0.6、0.7、0.9、1.0的分数阶微分对灰度图airfield进行处理，处理后的效果进行对比如图7所示。
  
表1  图5中各图像质量比较

Table 1  quantitation comparison between the images in Fig 5
	 质量
图
	信息熵
	平均梯度
	质量
图
	信息熵
	平均梯度

	(a)
	6.915285
	39.457765
	(k)
	7.261708
	41.356403

	(b)
	6.707248
	65.542441
	(l)
	7.462934
	52.753766

	(c)
	6.847707
	67.629316
	(m)
	7.192755
	70.598906

	(d)
	7.172866
	41.606231
	(n)
	7.415445
	48.218987

	(e)
	7.269992
	44.213513
	(o)
	7.459565
	51.006075

	(f)
	7.092329
	36.299545
	(p)
	7.486216
	53.251629

	(g)
	6.929500
	73.583349
	(q)
	7.701971
	72.243466

	(h)
	6.943124
	53.960983
	(r)
	7.031379
	73.241819

	(i)
	7.196464
	39.097121
	(s)
	7.646348
	62.636656

	(j)
	7.286293
	41.822893
	(t)
	7.665528
	68.599006
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图7  本文方法使用不同阶次分数阶微分对图像处理结果

        Fig 7  results of images processed by this method using different order fractional differential 
图7表明本文方法中阶次范围为
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n
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的分数阶微分实际上是对图像进行多尺度增强，这里
[image: image77.wmf]n

是控制增强效果的尺度。我们看到本文方法中0阶分数阶微分没有进行任何微分或积分，保留了最原始的图像。而对于
[image: image78.wmf]n

=1的1阶整数阶微分在图像平滑区域的运算值为0，这
样就丢失了图像灰度变化不大区域的细节信息，致使图像平滑区域变暗，高频边缘部分却变亮。1阶整数阶微分极大增强了图像轮廓信息，同时使图像边缘要么很白，要么很黑。本文
方法中当
[image: image79.wmf]01

n

<<

时，图像复杂细节的对比度随着
[image: image80.wmf]n

的增加而增强，图像也变得更清晰。并且相近
[image: image81.wmf]n

值对图像进行分数阶微分处理后，其处理效果相似，加入或减少的亮点呈现连续性。因此我们可以说分数阶微分能增强图像细节，即使细节部分只有被知的几个像素点。当
[image: image82.wmf]0.91

n

£<

时随着
[image: image83.wmf]n

的增加分数阶微分处理效果更接近1阶微分，同时边缘信息的增强变得明显。边缘变得更亮，而且随着图像细节的丢失，背景变得更暗。而从以上分析我们可以发
现，图像增强中微分阶次对本文方法的处理效果分析结论在理论上与对分数阶微分方法处理效果分析结论基本一致，微分阶次对分数阶微分方法处理效果的分析详细情况请参考文献[15]。

    为了研究小波分解层数对本文方法增强图像效果的影响，我们在本文方法中分别对原始灰度图像经小波分解的第1层、3层、5层、7层、9层、11层、13层、20层图像进行处理，观察处理后的结果如图8所示。
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图8  本文方法使用不同小波分解层数对图像处理结果比较

Fig 8  results comparison of images processed by this method using different wavelet decomposition layers 
为了对处理后的图像进行质量分析，以便更好的比较处理后各图像之间的差异，我们同样将图像的信息熵和平均梯度作为研究参数，计算得图8各图像的参数列出如表2所示。
     从表2我们可以看到对于不同图像，其最佳小波分解层数不同，就表2来说Lena图最佳小波分解层数为第1层或第7层，Baboon图最佳小波分解层数为第20层。但是可以肯定随着小波分解层数的增多，图像质量并不总是越好。并且无论小波分解层数为多少，本文方法都能增加原始图像的信息熵和平均梯度，其中平均梯度的增加较为显著，这与本文方法使用分数阶微分有关，因为分数阶微分能显著改善图像质量。最佳分解层数的不确定大概与小波分析的变时频性有关，即小波分解不仅信号频域有关还与其时域有关，并有两者之间的关系符合测不准原理，同时也与图像的数据点数有一定关系。
表2  图8中各图像质量比较

                    Table 2  quantitation comparison between the images in Fig 8
	质量
图
	信息熵
	平均梯度
	 质量
图
	信息熵
	平均梯度

	(a)
	7.115942
	48.608478
	(j)
	7.092329
	36.299545

	(b)
	7.253671
	53.785141
	(k)
	7.300533
	42.110122

	(c)
	7.240792
	53.736496
	(l)
	7.281005
	41.693901

	(d)
	7.233264
	53.992315
	(m)
	7.285334
	41.778421

	(e)
	7.247951
	53.928785
	(n)
	7.286093
	41.963796

	(f)
	7.220866
	54.308264
	(o)
	7.278199
	42.018793

	(g)
	7.195443
	53.500090
	(p)
	7.330809
	43.440188

	(h)
	7.208227
	53.536018
	(q)
	7.336236
	43.556485

	(i)
	7.195690
	52.956634
	(r)
	7.345149
	44.807150


4 结语
分数阶微分和小波分解理论还在发展，而且这两种方法应用都非常广泛，解决了许多传统理论不能解决的问题。本文从这两种方法的特点出发，提出了新的分数阶微分掩模算子，并将两种方法结合起来用于图像增强处理，通过实验结果的对比和分析，说明本文方法相对于整数阶微分、传统小波变换及纯分数阶微分方法对非线性增强图像平滑区域纹理细节的效果要好。然而这还只是一个开始，只能说是证明了将这两种方法结合起来用于图像增强处理是可行的，还有许多问题需要不断地作深入的研究，比如说算法性能与计算量、处理速度之间的矛盾，同种分数阶微分方法中微分掩模的选择有最优问题，对图像进行分数阶微分运算同样存在信息丢失问题等，这些问题还需要人们继续努力，不断探索，创造新的奇迹。
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